TOPICOS EM TEORIA DOS NUMEROS

MURILO CORATO ZANARELLA

O QUE SERAO ESSAS AULAS

A ideia dessas aulas é explicar resultados cléssicos de pesquisa em teoria dos niimeros de maneira
acessivel a um publico familiarizado com as técnicas de olimpiada de matemaética, porém, ao mesmo
tempo, utilizando a linguagem usada em pesquisa de matematica. Para isso, eu tentarei usar o
conhecimento prévio de olimpiadas como base da intuicao para novos conceitos, e destacar como
podemos perceber esse conhecimento prévio em contextos mais gerais e abstratos.

Teoria dos nimeros é, de maneira grosseira, dividida em algébrica e analitica. Inicialmente, ire-
mos estudar ambas separadamente, mas com a passar do tempo veremos fendmenos que acontecem
na interseccao das duas areas. O primeiro exemplo disso e o primeiro grande objetivo dessas aulas

sera explicar a prova do teorema de Dirichlet:

Theorem (Dirichlet). Seja n wm inteiro positivo e a primo com n. Entdo existem infinitos primos

p tal que p = a mod n.

Basicamente, iremos usar métodos analiticos para reduzir o teorema a provar que certos valores

L(1, x) sao diferentes de 0, e usaremos métodos algébricos para provar esse segundo fato.

Antes disso, porém, precisamos cobrir dois grandes pré-requisitos: dlgebra e andlise compleza.
Podemos pensar nesses dois requisitos como as linguagens da teoria algébrica e analitica, respec-

tivamente.
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1. AurAa 1

Hoje veremos a nogao de grupos, anéis e corpos. Também falaremos um pouco sobre fatoragao

em anéis.

Estruturas Algébricas. Grupos, anéis e corpos sao exemplos de estruturas algébricas, e iremos
traté-las com a seguinte filosofia:
(1) Essas estruturas surgem por abstrair certas propriedades interessantes de objetos: as pro-
priedades dos exemplos virarao defini¢coes. Deve-se pensar nisso como em olimpiada cha-
mamos algo de bonito por satisfazer alguma propriedade que nos interessa.

(2) Tao importante quanto as estruturas em si sdo os mapas entre elas.

1.1. Grupos. Grupos surgem da abstragao da ideia de simetria.
Exemplo 1.1. As simetrias de um tridngulo equilatero consistem de 3 rotagoes e 3 reflexoes.

Certas propriedades que podemos observar de tais simetrias: i) podemos compor simetrias, ii)

toda simetria tem um inverso. Disso, surge a definigao:

Defini¢ao 1.2. Um grupo (G, ) é um conjunto G com uma operagao -: G x G — G tal que: i)
existe e € G tal que e- g = g - e = g para todo g € G, ii) para qualquer g € G, existe g~ € G tal

que g-g =gl g=e,iii) - é associativo.

Exemplo 1.3. Os seguintes sdo exemplos de grupos.
e Simetrias de um n-agono regular. Chamado de D,,, Tem tamanho 2n.
e Simetrias de um conjunto {1,...,n}, ou seja, permutagdes. Chamado de S, tem tamanho

nl.

Simetrias de sélidos platonicos.

(Z,+) e (Z/nZ,+).

GL,(R), o grupo de matrizes invertiveis n x n.
Seguindo o ponto 2 da filosofia descrita anteriormente, vamos analisar mapas entre grupos.

Defini¢ao 1.4. Um mapa G — H é um morfismo de grupos se: i) f(e) = e, ii) f(g9") = f(9)f(d")

para todo g,¢" € G.

Nota 1.5. E automético que f(g~%) = f(g9)~".
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Exemplo 1.6. Os sequintes sdo exemplos de morfismos de grupos.

D, C D,, sen|m.
° Sa X Sb - Sa+b~

7 — Z/nZ.

det: GL,(R) — RX.

O terceiro exemplo sugeste que podemos tentar criar quocientes G/ K. Note que em Z — Z/nZ,

os elementos que mapeiam para a identidade 0 sao exatamente o “denominador” nZ.
Defini¢ao 1.7. O kernel de um morfismo de grupos f: G — H é¢ ker f ={g € G: f(g9) = e}.

Note que o kernel K = ker f é um subgrupo de G. Mas mais é verdade: se g € G e k € K, temos

flgkg™") = (@) f(R) f(g™") = flg)efg) " = f9)f(9) " =e,

logo gkg~—! € K. Isso motiva a definico:
Definicao 1.8. Um subgrupo K C G é normal se gKg~! C K para todo g € G.
Proposigao 1.9. Subgrupos normais sao exatamente os kernels de morfismos.

Demonstra¢ao. Vimos acima que kernels sao subgrupos normais.
Para o contrario, seja K C G normal. Vamos construir o grupo G/K, com um morfismo
f: G = G/K tal que K = ker f. Para isso, considere a relacao de equivaléncia a ~ b se a € bK.

Agora sejam a ~ b e ¢ ~ d. Para checar que ac ~ bd, escreva a = bky e ¢ = dks, e note que
ac = bkydky = (bd)(d'k1d)ks € bdK.

L~ b~1, note que

Para checar que a™—
a b=kt =07 bk € bTIK
Portanto G/K & um grupo como queriamos. O

Corolario 1.10. Todo morfismo f: G — H fatora como

G — G/ker f — H.
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1.2. Anéis. Anéis surgem da abstracdo das propriedades de Z. Temos o seguinte: i) (Z,+) é um

grupo comutativo, ii) - é comutativo e associativo, iii) a- (b+¢) =a-b+a-c.

Defini¢ao 1.11. Um anél (A4, +,-) é tal que: i) (A, +) é um grupo comutativo, ii) - é associativo

e comutativo, e possui identidade 1, iii) a- (b+¢) = a-b+ a- ¢ para todo a,b,c € A.
Nota 1.12. E automatico que a-0=0e a-(—b) = —a-b.

Exemplo 1.13. Os seguintes sao exemplos de anéis.

e 0= {0} o anel com 1 elemento.
e Z/nZ, Q, R, C por adigao.
e R[x] para um anel R.

e {fungdes R — R} por adi¢do e multiplicagao ponto a ponto.

Defini¢ao 1.14. Um morfismo de anéis f: A — B ¢ tal que i) (A,+) — (B, +) ¢ um morfismo
de grupos, ii) f(ab) = f(a)f(b), iii) f(1) = 1.

Exemplo 1.15. Os seguintes sao morfismos de anéis.

o Z — Z/nZ, ou Z/nZ — Z/dZ para d | n.
e C[z] — C onde x — 5.

e {funcées R - R} — R onde f +— f(0).
Da mesma maneira que aconteceu com grupos, poderemos criar quocientes por kernels.
Definigao 1.16. Se f: A — B é um morfismo de anéis, ker f = {a € A: f(a) = 0}.

Nota 1.17. K = ker f quase nunca é um anél! N&ao necessariamente temos que 1 € K. Porém,

temosque 0 e K, K+ K CKeA - KCK.
Defini¢ao 1.18. Umideal I C Aétal quei)0e I, i) I+1C I, i) A-ICI.

Da mesma forma que para grupos, podemos construir o anel A/I e provar o seguinte.
Proposigao 1.19. Ideais sao o mesmo que kernels de morfismos de anéis.

Exemplo 1.20. Os seguintes sao exemplos de ideais.

e 0 e A sao sempre ideais de A.
e Se a € A, temos o ideal (a) := aA. Chamamos tais ideais de ideais principais.

o | = {fungbes R — R tais que f(0) = 0} C A = {fungdes R — R}.
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1.3. Corpos. Corpos surgem da abstragdo das propriedades de Q. Além de ser um anél, Q — {0}

€ um grupo.
Defini¢ao 1.21. Um corpo (K, +,-) é tal que i) (K,+,-) é um anél, ii) (K — {0},-) é um grupo.

Exemplo 1.22. Os seguintes sao exemplos de corpos.

e Q,R,C.
o 7/pZ.
e R((x)) = {an—N anx": a, € R, N € N}

Note que K — L ser um morfismo de corpos é o mesmo que ser um morfismo de anéis, e

portanto temos que inverstigar ideais de um corpo K.
Proposigao 1.23. Um anél A € um corpo se e somente se tem exatamente dois ideais 0 e A.

Demonstragao. Se A tem examente dois ideais 0 e A e a € A é ndo-zero, entdo o ideal (a) tem que
ser A. Em particular, existe b € A tal que ab = 1, e portanto a é invertivel.
Se A ¢ um corpo e I C A é nao-zero, tome i € I ndo-zero. Como A é um corpo, 1 =4-i~! €I,

e portanto a = 1-a € I para todo a € A. Logo I = A. a
Corolario 1.24. Todo morfismo de corpos € injetor.

Demonstra¢ao. Um morfismo de corpos nao pode ser 0 porque 1 +— 1 e 1 # 0. (|

Para K — L, dizemos que L é uma extensao de K.

Abstraindo Operagoes Kernels
Grupos | simetrias -, inverso subgrupos normais
Anéis Z +,—,- ideais
Corpos Q +,—/ 0

1.4. Fatoragao tnica. Vamos lembrar como provamos fatoragdo tinica em Z. Lembrando que

temos a ambiguidade de sinal +1.

e Fatorar é facil, pois o tamanho dos elementos diminui quando de fatora um primo.
e Para unicidade, se prova que p | ab = p | a ou p | b, e usa isso para cancelar p; de

ambos os lados de pdt - - pin = ¢br ... gbm,
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A parte dificil é provar que p | ab = p | a ou p | b. Para isso, se usa Bezout: {aa + fp} = dZ
para algum d. Em termos de ideais, Bezout diz que (a,p) é um ideal principal. Como d | p, temos
d=+1oud=4p. Se d= =£p, temos p | a pois d | a. Se d = %1, temos aa + Bp = 1, e entdo
b = aab + Bpb, que é multiplo de p.

A historia em, por exemplo, Z[i], € bem parecida. As tnicas mudangas é que a ambiguidade é
de £1,+7 e que a prova de Bezout é um pouco mais dificil.

Vamos tentar abstrair isso:

1

Definigao 1.25. Para um anél A, a € A é uma unidade se existe ! com a-a~! = 1. Denotamos

o grupo de unidades por A*. a € A é irredutivel se b| a = b € R* ou b € aR*. Finalmente,

a€ Aéprimosealbc = alboualec.

Temos a seguinte estratégia para fatoracao tnica em elementos irredutiveis:

(1) Fatora: precisamos de uma nogao de “tamanho”.
(2) Prova que irredutivel = primo: usaremos uma versao de Bezout.

(3) Cancela o fator.

Para a terceira parte, criamos a seguinte definigao.
Definigao 1.26. Um anél A é um dominio se ab=0 = a=0oub=0.

Note que ab = ac <= a(b— ¢) = 0, entdo podemos cancelar um a # 0 em um dominio. Para

a segunda parte, definimos:

Defini¢ao 1.27. A é um dominio de ideais principais (PID) se é um dominio onde todo ideal é

principal.
Entao temos a seguinte “implicacao”
PID — fatoragao tunica

desde que tenhamos uma boa nogao de “tamanho”ﬂ

Vamos analisar mais de perto a prova de Bezout, e tentar generaliza-la.

Teorema 1.28 (Bezout). Z é um PID.

1Isso na verdade ndo é necessario: a implicacdo é verdade sempre.
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Demonstracao. Seja I C Z um ideal nao-zero. Seja d € I um dos menores elemento de I diferente
de 0. Se a € I, temos a divisdo euclideana a = gd+7r com 0 <r < |d|. Comor=a—qd€ledé

minimo, temos que ter r = 0. Logo todo elemento de I é miltiplo de d, ou seja, I = dZ. O
Pensando em que partes da prova nao generalizam, definimos

Defini¢ao 1.29. Um dominio Euclideano (ED) A é um dominio com uma fungao |-|: A — {0} —
Z>q tal que para quaisquer elementos a,b # 0, existem ¢,r com a = ¢b + r, e tal que ou 7 = 0 ou

RSk
e dai temos
Teorema 1.30 (Bezout). Todo ED é um PID.

Para concluir que todo ED tem fatoragao unica, basta utilizar a fungao |-| como a nossa nogao

de tamanho. Os detalhes serao um exercicio.
Teorema 1.31. Todo ED tem fatoragao zlm'caﬂ

Exemplo 1.32. Os seguintes sdo exemplos de ED.
e Zli] onde |a + bi| = a® + b2
e Z[w] onde |a + bw| = a? + ab + b?

e K|[z] para um corpo K, onde |f(z)| = deg f.

Para um exemplo de anél sem fatoragdo tnica, tome Z[/—5|. Temos 2-3 = (14++/—5)(1—+/=5),
e todos os 4 elementos sao irredutiveis. Iremos “consertar” isso no futuro.

Em Z, reduzir modulo um primo p nos da um corpo Z/pZ. Isso generaliza para os casos acima:
Proposicao 1.33. Se A é um ED e p € A é um primo, entao A/(p) € um corpo.

Demonstragao. Seja a € A/(p) um elemento diferente de 0, e seja a € A que reduz para a. Entao
p { a, e por Bezout temos px + ay = 1. Mas dai ag = 1, portanto @ é invertivel, e A/(p) é um

corpo. O

Exemplo 1.34. Considere 3 € Z[i]. Entéo Z[i]/(3) = {0,1,2,4,1 4+ 4,24+ i,2i,1 + 24,2 + 2i} é um

corpo de 9 = 32 elementos.

Nos casos que nos interessam, corpos que surgem assim serao finitos, entao estudaremos corpos

finitos em mais detalhe na préxima aula.

2Dominios com fatoragéo unica sdo chamados de dominios de fatorag¢io unica (UFD).
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EXERCICIOS

Dicas estao no rodapé.

(1) Eu usei implicitamente na aula que se f: G — H ¢ um morfismo de grupos com ker f = e,
entao f € injetor. Prove isso. Prove o resultado anélogo para anéis.

(2) Se H é um subgrupo de um grupo finito G, prove que |H| | |G|. Deduza disso que ¢!¢l = e

para todo g € GE|

(3) Seja H um subgrupo normal de G. Verifique que existe uma bijec¢ao
{subgrupos de G/H} <> {subgrupos de G que contém H}.
Se I é um ideal de A, verifique também a bijecao
{ideais de A/I} «+> {ideais de A que contém I}.
Prove que a-0=0¢e a-(—b) = —a - b seguem dos axiomas de um anélﬁ
Seja K um corpo e f(z) € K[z] um polinémio. Quando é que K[z]/(f(x)) é um corpo?ﬂ

(4)

(5)

(6) Seja R = Z[v/2]. Determine R*.

(7) Seja R = Z[\/=5]. Ache um ideal que nao é principalﬁ
(8)

Prove que os seguintes anéis tem fatoragao tunica, e ache suas unidades e seus primos

(a) Zld],

(b) Z[w] onde w = €27/3,

(c) Q[z] := {funcdes geratrizes com coeficientes em Q} = {>_, 5, anz": an € Q}.
(9) Prove que sempre podemos fatorar em irredutiveis em um ED, e conclua que ED’s tem
fatoragao unica:

(a) Seja f: A—{0} = Z>¢ a funcéo dada para o ED A. Defina g: A — {0} — Z>( por

g(a) = pemin (ab).

Prove que A tem divisao euclideana com g, e que g(ab) > g(a) para todos a,b # 0.
(b) Prove que se a,b# 0 com b & A, entdo g(ab) > g(a).

(¢) Conclua que sempre é possivel fatorar em A.

prove que aH = bH <= b€ aH
o que acontecese b=0ema-(b+c)=a-b+a-c?
use o exercicio 3.
use alguns dos elementos em 2 -3 = (1 +1/=5)(1 — /=5).
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2. AULA 2

2.1. Corpos Finitos. Aula passada comentamos como corpos finitos aparecerdao em breve como

quocientes por primos. Serd ttil entendermos mais sobre corpos finitos.

Definicao 2.1. Para todo anél R, temos um tnico morfismo de anéis f: Z — R. Se ker f = nZ

para n > 0, dizemos que R tem caracteristica n, denotado char(R) = n.
Proposigao 2.2. Se R é um dominio, entdo char(R) ou é 0 ou é um primo.

Demonstragao. Se n = char(R) é positivo, e se p | n € um primo, entao temos p - (n/p) = 0. Mas

R é um dominio, e como n/p & nZ, isso forga que p = 0, e logo n = p. ]
Corolario 2.3. Se R é um dominio finito, entao |R| = p™ para algum primo p.

Demonstracao. Em geral, para qualquer corpo F' e anel R com F C R, temos que R é um espago
vetorial sobre F.
Entdo R é um espaco vetorial sobre F, := Z/pZ, e a dimensdo precisa ser finita pois R é

finito. O

Agora seja F' um corpo finito. Como vimos acima, |F'| = p™ para algum primo p. Nao usaremos

0 seguinte teorema, mas é um fato importante cuja prova serda um exercicio.

Teorema 2.4. Existe um unico corpo finito de ordem p™ para toda poténcia de primo. Denotamos

tal corpo de Fyn. Além disso, Fpn contém Fym se e somente se m | n.

O que usaremos ¢ que, assim como F,, todo corpo finito tem raiz primitiva. A prova é a mesma

prova para IF),.

Teorema 2.5. Seja F' um corpo finito. Entido F tem uma raiz primitiva, ou seja, temos que

FX ~Z/(p" — 1)Z.

Demonstragdo. Seja ¢y a quantidade de elementos de F* de ordem d. Note que ¢4 = 0 se d {

|F*| =p" — 1. Entéo temos
Z cg=|F*|=p" —1.
dlpm—1

d—1

Se a € F é tem ordem d, entdo 1,a,a?,...,a sao raizes de % — 1, e como F[z] tem fatoragao

unica, sdo todas as rafzes. Ou seja, se tal a existe, cqg = ¢(d). Se tal a nao existe, ¢4 = 0. Mas
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e portanto temos que ter ¢q = ¢(d) para todo d | p™ — 1. Em particular ¢yn_; > 0, e existe raiz

primitiva. (]

Mudanga de foco para ideais. Em 1843, Kummer, na tentativa de resolver z™ 4 y" = 2",
introduziu a ideia de numeros ideais. No periodo de 1870 a 1896, Dedekind formalizou esse
conceito no que aprendemos como ideais, € extendeu as ideais de Kummer para outras situagoes.

Hoje temos o objetivo de entender essas ideias.

2.2. Aritmeética de ideais. Iremos comegar a tratar ideais como o objeto fundamental invés de

ntmeros. Para isso, vamos definir operacoes aritméticas em ideais.

Definigao 2.6. Sejam I,J C R dois ideais de R. Entao temos os seguintes ideais
W) I+J={i+j:ieljeJ}.
(2) INJ.
(3) I-J={>_qinjr:ix €L, jx€ J}

Nota 2.7. Note que I -J C I N J. Isso nao necessariamente é uma igualdade, por exemplo se

I=J=(p) CZ

Exemplo 2.8. Seja R um ED. Entao temos

Queremos também generalizar a nogao de primo e irredutivel para ideais. Do ponto 4 acima,

os analogo de irredutivel e primo sao:

Definicao 2.9. Seja R um anel. Um ideal proprio I C R é maximal se para qualquer outro ideal

I CJC R temos que ter J =1 ou J = R.

Definigao 2.10. Seja R um anel. Um ideal préprio I C R é primo se para quaisquer ideais Jp, Ja,

temos que J1J, CI = J; CToulds Cl.
Normalmente, essas nogoes sao definidas como o que segue.

Proposigao 2.11. Seja I C R um ideal. Entao I é mazimal se e somente se R/I é um corpo.
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Demonstracao. Segue do exercicio 3 da primeira aula. O
Proposicao 2.12. Seja I C R um ideal. Entao I é primo se e somente se R/I é um dominio.

Demonstragdo. Seja I primo. Considere @b = 0 € R/I. Isso significa que ab € I, e entdo (a)(b) C I.
Mas I é primo, entdo a € I ou b € I, ou seja, @ =0 ou b = 0.

Agora seja I tal que R/I é um dominio. A mesma prova acima prova que ab € I — a €[
ou b € I. Agora suponha que J1Jo C I mas Jy ZTeJo 1. Sejaae J —Tebée Jy,— 1. Entao

ab € J1Jo C I, e temos um absurdo. O
Nota 2.13. Note que da discussao acima, temos que I maximal = [ primo.

Nota 2.14. Ideais maximais nao sao exatos anélogos de elementos irredutiveis. Em um dominio,
elementos primos sao irredutiveis, mas em ideais a implicagdo é no outro caminho. O que acon-
teceu? Acontece que fizemos a traducao assumindo que todo ideal é principal, mas se isso nao é
verdade, pode ser que (a) ndo ¢ maximal para um irredutivel a. Tome R = Z[/—5] e a = 2. Entao

a & irredutivel, mas (2) C (2,14 +v/=5).

A aritmética de ideais nao é muito diferente da aritmética que estamos acostumados desde que

lembramos o dicionario do [Exemplo 2.8

Exemplo 2.15. A falha de fatoragdo unica em Z[y/—5| sera remediada com ideais. O contra-

exemplo 2 -3 = (14 v/=5)(1 — v/=5) serd “concertado” pois
(2,1 +v=5)% = (4,2 +2V-5,6) = (2),
(3,14+v=5)(3,1 —vV=5) = (9,3 + 3v—5,3 — 3v/=5,6) = (3),

portanto (6) tem fatoragdo em ideais primos dada por
(6) = (2,1 +v=5)%(3,1++/=5)(3,1 — vV/=5).
Note também que
(2,1 +vV=5)(3,1 +V=5) = (6,2 + 2v/=5,3 + 3v/~=5,6) = (1 +V-5).

Outro exemplo é que o Teorema Chinés dos restos também funciona para ideais. A prova seré

um exercicio.
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Teorema 2.16. Seja R um anel e I, J ideais tais que I +J = R. Entao IJ =1NJ e temos um

isomorfismo

R/(INJ) = R/I x R/J.

2.3. Estratégia para fatoracao tinica em ideais. Eventualmente queremos provar que certos
anéis tem fatoracao unica em ideais. Vamos usar o que discutimos de fatoragao como inspiragao
para tentar provar isso.

Lembre-se que provamos fatoragao tnica para certos anéis do seguinte modo:

(1) Prova que existe fatoracao em irredutiveis.
(2) Prova que irredutivel = primo.

(3) Prova que é possivel cancelar irredutiveis.
Traduzindo para as nogoes andlogas em ideais, temos a estratégia:

(1) Prova que um ideal I é um produto de ideais maximais.
(2) Prova que ideais maximais também sao ideais primos.

(3) Prova que podemos cancelar ideais maximais.

Note que o ponto (2) agora é automatico!

Vamos pensar no ponto (3). Queremos provar que se pI = pJ para um ideal maximal p, entao
I = J. Se pensarmos na situagao nos inteiros, temos pa = pb, e normalmente pensamos que isso
implica a = b pois podemos multiplicar por p~! € Q. Considere a situacio que temos um anél R

dentro de um corpo K. Queremos o seguinte:
(%) Se p C R é um ideal maximal, existe um conjunto p~! C K tal que pp~' = R.

Dado isso, temos a seguinte estratégia para provar (1):

(a) Provar que existe um ideal maximal p com I C p. Por (ED, obtemos I = p.J onde J = Ip~ 1.
J é um ideal pois J =Ip~t Cpp~! = R.

(b) Provar que o processo termina.

Para isso, usaremos que
() Se I C R & um ideal, entao R/I é finito.

Como R/I é finito, possui um ideal maximal, e isso corresponde a um ideal maximal contendo I.

Para provar (b), basta provar que |R/I| > |R/J|. Mas isso s6 nao acontece se I = J, ou seja, se
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I =pl. Entao I = p™I para todo n, e terfamos I C p™ para todo n, e em particular |R/I| > |R/p"™|
para todo n. Mas entao

[R/pl < [R/p*| < -~ < |R/,
entdo existe n com |R/p"| = |R/p" 1|, e portanto p™ = p™ 1. Mas multiplicando por p~! repeti-

damente, obteriamos p = R, um absurdo. Isso prova o seguinte:

Teorema 2.17. Seja R C K on anél dentro de um corpo satisfazendo (ED e . Entao R tem

fatoragao unica em ideais maximais.

Nota 2.18. Pode se provar que um anél com fatoragao tinica necessariamente satisfaz @, mas nao

necessariamente .

Algumas consequéncias (esperadas):
e Todo ideal primo ¢ maximal: Se I é primo e I = p7*---p%» & sua fatoragao, entdo p; C I
para algum ¢ pois I é primo, mas entao p; = I pois p; é maximal.
e I CJ < J|I SedJ = p1--p, com p; ndo-necessariamente distintos, endo Jy :=

Ip;t---p,; ' C Réumideal, e T = JJp.

I+J= Hp pin(ee (1.1 (1)): Segue do anterior pois é o menor ideal que contém T e .J.

e INJ= Hp pmax(ie (D1p (1)) Segue como acima pois é o maior ideal contido em T e J.

Quando temos também (%), temos que N(I) := |R/I| é totalmente multiplicativo. Ela é
multiplicativa por Chinés dos Restos. Entdo basta ver que N (p™) = N(p)". Seja 7 € p—pZ.
Entao (7) 4+ p™ = p. Agora considere o mapa de grupos R/p™ BN p/p"tl. Esse mapa é
sobrejetor pois sua imagem ¢ (7) 4+ p™ = p. Ele ¢ injetor pois se p" ™1 | (7a), entdo p™ | ().

Finalmente, note que |R/p"*| = |R/p| - [p/p"T1|.

2.4. Numeros algébricos e inteiros algébricos. Vamos definir os anéis que estaremos interes-
sados, e provar que eles satisfazem as propriedades (ED e (@ na proxima aula.

Primeiro lembramos das seguintes definicoes:

Defini¢cao 2.19. Dizemos que o € C é algébrico se existe f € Z[x] ndo-zero com f(a) = 0.
Dizemos que « é inteiro algébrico se tal f pode ser escolhido ménico. Denotamos por Q e O os

ntmeros algébricos e os inteiros algébricos.

Proposicao 2.20. Q ¢ um corpo e O é um anel.
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Demonstragao. Se f, g € Z[x] sdo irredutiveis e diferentes de x com raizes aq,...,an € B1,..., Bm,

entao considere

[111

u{jﬁ

(x—a;i—B) =[] oz — o), HH —aiBy) = [ [ i g(x/cv).
=1 =121 i=1

Seus coeficientes sao inteiros pois sao polinémios simétricos nos «;. Isso prova que Q e O sao anéis.
Para ver que Q é um corpo, se a # 0 é algébrico com polindmio minimal f com raizes

a7ﬂ17 LR 76717 entao a_l = Bl o 571 ) f<0)<_1)degf O

Se « é algébrico, podemos considerar o corpo Q[a] = Q + Qa + - -+ . Como « é algébrico, essa

soma ¢ finita, e Q[a]/Q é uma extensao finita. De fato, toda extensao finita é dessa forma.

Teorema 2.21 (Elemento primitivo). Seja L/K uma extensdo finita de corpos de caracteristica

0. Entao existe o € L tal que L = K|a].

Definigao 2.22. Um corpo numérico é uma extenséo finita de corpos K/Q. Seu anél de inteiros

e O =KnNnO.

Exemplo 2.23. Seja K = Q[v/d]. Podemos assumir que d # 1 é livre de quadrados. Vamos

calcular O . Para o+ 3v/d ser inteiro algébrico, temos que ter a,b € Z tal que
(a+ BVd)? — ala+ BVd) +b =

Ou seja, o’ +dB%2 —aa+b=0e 208 —aB =0. Se 8 =0, entdo temos que ter o € Z. Se B # 0,

entdo a = 2a, e dai b = o? — df3?, ou seja, 5% = ¢ *41’ . Como d é livre de quadrados, temos que
ter 28 € Z. Entdo 4b = (2a)? — d(28)%. Se d Z 1 mod 4, temos que ter que 2, 2/3 sao pares e

portanto a, 8 € Z. Se d =1 mod 4, temos que ter 2a = 25 mod 2. Portanto

Z[Vd  sed#1 mod 4,
Z [1+2‘/E] sed=1 mod 4.

Exemplo 2.24. Seja K = Q[2'/3]. Pode-se provar que O = Z[2/3].
Nota 2.25. Nao é necessariamente verdade que existe a € Ok com Ok = Z[a.

Nota 2.26. Por que considerar Ok e nao outro anél dentro de K7 Suponha que R C K é outro
anel tal que todo elemento de K é uma fragao em R. Assuma que R tem fatoragao unica. Seja

f(z) € Z[z] moénico com raiz z/y € K com z,y € R sem fatores em comum. O teorema da
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raiz racional (que funciona pois R tem fatoragdo tinical) nos diz que y é uma unidade. Portanto
Ok = KNO C R. Também pode-se provar que se R tem fatoragao tnica em ideais, entao Og C R.

Entao Ok é o menor anél que podemos tentar imaginar ter fatoracao tnica.

Préxima aula iremos provar que Og C K satisfaz as condigoes (E[) e (). Pelo o que vimos,
isso implica que Ok tem fatora¢ao tinica em ideais. Também vamos ver como se fatora ideais na

pratica.

2.5. Equagoes Diofantinas. O que ganhamos com fatoragdo em ideais? A priori, pode parecer
que nao ajuda muito, pois estamos interessados nas solucoes de equagoes em si. Existem dois

resultados complementares que remediam isso:

Teorema 2.27 (Teorema das unidades de Dirichlet). Seja K = Q[a] um corpo numérico com «
tendo polinomio minimal f. Seja O seu anél de inteiros. Entio O™ ~ pu(K) x Z't~1 onde f

tem r raizes reais e 2s raizes complexas, e onde u(K) sao as raizes da unidade dentro de K.

Teorema 2.28 (Grupo de classes ¢ finito). Se Ok ¢é um anél de inteiros, existe uma colegao finita

de ideais ai,...,a, tal que para qualquer outro ideal I, exatamente um dos ideais a;1 € principal.

Iremos comentar mais sobre esses resultados depois. Basicamente podemos ir e voltar no seguinte
diagrama.

grupo de classes

OK*  q o .
elementos de Ok +£— ideais principais ideais.

Exemplo 2.29. Considere 2y® = 22 + 5. Vamos trabalhar em O = Z[/—5|. Lembre-se que Ok
nao tem fatoragio tinica! O que os dois teoremas acima nos dizem nesse caso ¢ que Ok ™ = {+1}

e que a; = (1), a2 = (2,1 4 +/—5). Fatorando,
2y = (z + V=5)(x — V5).

Agora mdc((z +v/=5), (z —v/=5)) = (++/=5) + (x — v=5) = (2v/=5, 2+ /=5) | (2//=5). Note
que (v/=5) é um ideal primo, pois Ok /(v/—5) = Z/5Z é um corpo. Se (v/=5) | (z + v/=5), isso

implicaria que v/—5 | z, e portanto que 5 | z. Podemos ver que isso nao é possivel. Logo
mde((z +v=5), (z — vV=5)) | (2) = (2,1 + V=5)>.

Mas (2) 1 (z + vV=5), e (2,1 +v/=5) | (z + v/—5) pois podemos ver que z é impar. Portanto

temos que ter que (z + +/=5) = a3 para um ideal I. Se I fosse principal, entdao I® e apI3 seriam
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principais, mas isso nao pode ser verdade pelo teorema acima. Portanto I nao é principal, mas
axl é. Multiplicando por a3 dos dois lados, temos (2 +2v/—5) = (az1)3. Portanto, existe um sinal
+ € O™ e inteiros a, b tal que 2x + 2¢/—5 = 4(a + bv/=5)3. Trocando a, b por +a, b, podemos
assumir que + = +. Entao

2z = a® — 15ab?, 2 = 3a®b — 5b°.

A segunda equagao s6 tem solugoes (a,b) = (£1, —1), e portanto x = +7. Portanto as solugdes sao

(z,y) = (£7,3).
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EXERCICIOS
Dicas estao no rodapé.

(1) Em classe eu assumi implicitamente que se a é algébrico, entdo K = Q[a] é um corpo.
Prove isso[]
(2) (Teorema Chinés dos Restos) Seja R um anél e I,J ideais com I + J = R. Prove que
IJ=1NJ, eque
R/IJ =5 R/I x R/ J.

(3) Resolva a equagao Diofantina y* = 22 + 13 usando K = Q[v/—13]. Use que Ox* = +1 e
que para qualquer ideal I, exatamente um dentre I ou (2,1 + +/—13)I é principal.

(4) Seja R um anél com fatoragdo unica em ideais como discutido em aula. Seja I um ideal
que ndo é 0 e ndo é R, e escolha a € I. Prove que existe b € I tal que I = (a,b). Em
particular, todo ideal é gerado por dois elementosﬁ

(5) Prove o teorema do elemento primitivo. Vamos assumir a seguinte tecnicalidade sobre
K C C: todo polinomio irredutivel em K (ou seja, elementos irredutiveis de K[z]) nao
tem raiz repetida.

(a) Seja L/K uma extensdo finita. Prove que existem aq,...,a, € L tal que L =
Kloq, ..., ap).

(b) Reduza a prova do teorema para o caso L = Ko, ].

(c) Considere v = a + r3 para racionais r. Sejam f(z) = (t — 1) - (x —ay,) € K[z] e
(x = B1) - (x — Bm) € K|[z] os polindmios minimais de & = a1 e § = 1 sobre K.
Prove que se v, # a; + rfB; # 0 para todo par (4, ) # (1,1), entdo L = K[”yr]ﬂ

(d) Conclua que existe L = v com L = K[v].

(6) Esse exercicio vai provar que existe um tnico corpo finito de cardinalidade p™ para toda
poténcia de primo p”.

(a) Seja F' um corpo finito. Prove que existe a € F' tal que F' = F,[a]. Conclua que existe

f(x) € F,lx] irredutivel tal que F ~F, [x]/(f(x))m

7seja B € K. Como K é um espaco vetorial de dimenséo finita sobre Q, os elementos 1,3, 32, ... sdo linearmente

dependentes sobre Q.

considere R’ = R/(a) e use o Teorema Chinés dos restos.

considere h(x) = g(vr —rx). Seja Lo = K[yr]. Entdo L = Lg[], e considere o polinémio minimal fg(z) € Lo[z] de
B em Lg. Prove que fg | h, e que fg | g. Conclua que fg tem grau 1.

o que sabemos sobre F'X?



18 MURILO CORATO ZANARELLA

(b) Seja f € Fp[z] um polindémio moénico de grau d. Prove que f(z) | 27" — 2 mas f(z) 1
2" — 2 em Flz]

(c) Seja My o conjunto de polinémios ménicos irredutiveis de grau d em F,[z]. Prove que
[la<n e, f(x) = 2" — 2. Conclua que Y, d - |Ng| = p". Conclua que Ny # 0
para todo d, e portanto que existem um corpo finito de cardinalidade p?.

(d) Seja F' um corpo finito de ordem p™. Seja Ny o conjunto de elementos de F' cujo
polindmio minimal sobre F,, tem grau d. Prove que |Ny| < d - |My|. Conclua que isso
é uma igualdade para todo d < n.

(e) Seja F' = Fplz]/(g9(x)) outro corpo finito de cardinalidade p". Do item anterior,

conclua que existe o € F' com polindmio minimal g(z). Conclua que F,[x]/(g(x)) — F

dado por z — « é um isomorfismo, e portanto que F ~ F’.

Mgeja F' = Fplz]/(f). E suficiente provar as duas partes sobre Fl[z].
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3. AULA 3

3.1. Prova de fatoragao tinica. Seja K um corpo numérico e Ok seu anél de inteiros. Lembre-se

que queremos provar

(%) Se p C R & um ideal maximal, existe um conjunto p~! C K tal que pp~* = R
e
(%) Se I C R & um ideal, entdo R/I é finito.

Para K = Q[v/d], lembre-se que temos a nogao de uma norma N(a + bv/d) = a® — db*. Vamos

comecar generalizando isso.

Definicao 3.1. Para a € K, veja K como um espaco vetorial sobre Q e considere a matrix
My: K — K dada por multiplicagdo por a. Chamamos Trg/g(a) = Tr(M,) o trago de a, e

Nmy/q(a) = det(My) a norma de a.
Proposigao 3.2. Para um corpo numérico K, Tri;o(Ok) C Z e Nmgg(Ok) C Z.

Demonstragao. Seja o € Ok. Considere K’ = Q[a]. Se ™ + - -+ ag é o polindmio minimal de «,

entdo escolhendo a base 1,a,...,a™ !, a matrix de multiplicacio de o em K’ é
0 0 0 0 —ag
1 00 0 —a
A=]101 0 - 0 —as
00 0 -+ 1 —apm_

Entdo M, & n/m copias de A, e portanto Tr(My) = —2 - ap,—1 e det(M,) = (—1)”ag/m. O
Com isso, vamos provar o seguinte

Lema 3.3. Seja K um corpo numérico de dimensao n. Considere um ideal 0 # a C Og. Entdao

existem aq,...,q, tal que a = a1 Z ® - - - ap 2.

Demonstracao. Seja x1,...,T, uma base de K sobre Q. Podemos assumir que x; € O . Considere

a matrix (Tr(z;z;)).5). Vamos provar que ela é ndo-singular. Se fosse, terfamos uma combinagao
)] J
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linear de linhas que é 0, ou seja, existiria k¥ € K tal que Tr(kx;) = 0 para todo j. Mas dai
n = Tr(kk~!) = 0, um absurdo.
Entao existe y1,...,y, com Tr(z;y;) = 513 Isto &, se z = z121 + -+ - 2Ty, entdo z; = Tr(x;2).

Seja N tal que Ny; € Ok para todo i. Entdo
1
12D ---xpZ C O C lez@xnz

Seja p;: a — Z dado por p;(z) = Nz;. Agora seja ¢1: a — Z dado por z — p1(z). Entéo ¢1(a)
¢ um ideal, e podemos achar a; com @;(a;) que gere ele. Entdo dado z € a existe um tnico
c1 = c1(z) tal que p1(z —c1(2)a1) = 0. Entdo seja p2: a — Z dado por z — pa(r —c1(x)aq). Entdo

p2(a) é um ideal, e seja ay tal que @o(aa) gere ele. Podemos continuar assim até a,. O
Corolario 3.4. Seja 0 # a C Ok um ideal, e « € K com aa C a. Entdo a € O.

Demonstracdo. Seja a = a1 Z @ - - - apZ. Escreva M, nessa base. Essa é uma matrix com entradas
inteiras, e temos que M,; = aa;, entdo det(M, — al) = 0. Isso é um polinémio moénico em «

com coeficientes inteiros, entdao a € Ok. O
Finalmente, vamos concluir a prova de fatoragao tunica.
Teorema 3.5. Ok tem fatoragdo unica em ideais maximais.

Demonstragao. Precisamos provar @ e (ED

Para @, seja a um ideal e considere o € a. Como () C a, basta provarmos que Ok /(a) é
finito. Escreva O = a1 Z & - - - i, Z. Nessa base, M, tem coeficientes inteiros, e seu determinante
é o volume de um dominio fundamental de aOF. Tal volume é o mesmo que |Og /(a)|.

Para @, considere p maximal. Seja
pti={a€cK:apC Ok}

Entao pp~! C Ok é um ideal que contém p. Como p é maximal, basta provarmos que pp~—' nao
é p. Mas se isso fosse verdade, entdo ap C p para todo o € p~!, e pelo corolario anterior, isso

implicaria que p~! = O. Entdo basta encontrar a € p~!\ Of. Isso serd um exercicio. |

3.2. Como computar ideais primos. Seja p C Ok um ideal primo. Como Ok /p é um corpo,
temos que ter p € p para algum primo p. Ou seja, p | pOk. Isto &, todo ideal primo divide pOg
para algum primo p € Z. Entao para entender todos os primos de Ok, basta sabermos fatorar

todo pOgk-.
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Lema 3.6. Seja o € Ok, e considere Za) C Ok. Seja N, o indice N, = |Ok/Z[d]|. Seja
f(z) € Z[x] o polinémio minimal de o e p um primo com p { Ny. Entdo se f(x) = fi(x) - fr.(z)°"

mod p € a fatoragao em irredutiveis, entao pOx = p7* ---per onde p; = (p, fi(a)).

Demonstracao. Escreva pOx = pfl .- ps”. Pelo Teorema chinés dos restos, temos
.
Ok /(p) = [[ O /p;"-
i=1

Como p {1 N,, temos que Z[a]/(p) = Ok/(p), e portanto, novamente pelo Teorema chinés dos

restos,
Ok /(p) = Zla)/(p) = Zla]/(p, [ () = Fpl]/(f () = [ [ Fplal/ (fi(2)")

onde f(xz) = fi(x) --- fo(z)% ¢ a fatoracio em irredutiveis.
Comparando as duas expressoes, podemos provar que podemos reordenar of f; de tal modo que
pjg’ = (p, fi(@)?"). Como (p, fi(a)%) é o mde de (p) e (fi(«)¢") e como (p, fi(«)) é um ideal maximo,

temos que ter (p, fi(a)) = p; e (p, fi(@)®) = (p, fi(a))®, entdo e; = ej. u

Exemplo 3.7. Seja K = Q[\/&] com d livre de quadrados. Considere @ = v/d. Entdo N, = 1
sed# 1 mod4,e N, =2sed=1 mod 4. De qualquer forma, para fatorar pO com p > 2

consideramos 2 — d mod p. Portanto,

pOx se (
POk = (p, \/&)2 se (
(p,Vd—z)(p,Vd+z) se (

A

)=t
)-o

):1ex25d mod p.

hSRISY

SN

Exemplo 3.8. Seja ¢, uma raiz da unidade, e K = Q[(,]. Pode-se provar que O = Z[(,].
Portanto a fatoragiao de pOk depende da fatoragdo de ®,,(x) mod p. Em particular, pOf é primo

se e somente se @, (x) mod p é irredutivel.

Exemplo 3.9. Seja K = Q[2'/?], com O = Z[2'/?]. Entdo pOx é primo se e somente se 2° — 2

mod p é irredutivel, ou seja, se e somente se 2 nao é um residuo cubico modulo p.

Corolario 3.10. Existem somente finitos primos p tal que pOx nao seja livre de quadrados.

Chamamos tais finitos p de ramificados.
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De fato, se O = a1Z® - - - anZ e D := det((Tr(oe)),5)), entao p é ramificado se e somente
sep | Di. Tal Dk é o discriminante de K. Se Ok = Z[a], entdao D é o discriminante do polindmio

minimal de a.

3.3. Grupo de classes. Como vimos anteriormente, iremos provar que ideais nao sao muito
diferentes de ideais principais em Q. Para isso, vamos dizer que dois ideais a, b sdo equivalentes

se existe «, § € Ok tal que (a)a = (8)b, e denotamos a ~ b.

Defini¢ao 3.11. Para um corpo numérico K, seu grupo de classes C1(K) é um grupo cujos elemen-
tos sao classes de equivaléncia de ideais de Ok como acima, e cuja multiplicacao é a multiplicacao

de ideais. Denotamos por [a] a classe do ideal a.

Note que de fato ele forma um grupo pois se « € a, entdo a | («), portanto (o) = ab e entao
ab = (a) ~ (1).

Um dos teoremas mais importantes em teoria algébrica dos niimeros é o seguinte.
Teorema 3.12. Para qualquer corpo numérico K, temos que CI(K) ¢ finito.
Ele segue do seguinte lema:

Lema 3.13. Existe uma constante My tal que para todo ideal a, existe 0 # « € a com
INm(a)| < Mg - |Ok/al.

De fato, se o € a satisfaz a desigualdade acima, entdo (a) = agy para algum ag, e N(a) =
N(a)N(ag), e entdo N(ag) < M. Como [a][ap] = 1, isso prova que todo elemento de CI(K) é [ag]
para algum ag com N (ag) < M, e existem somente finitos tais ideais.

Antes de ver a ideia da prova, vamos ver como podemos provar a finitude para K = Q[\/&] Seja p
um primo. Se p t 2d, assuma que pOk nao é primo. Entdo pOk = p1ps2. Por lema de Thue, podemos
escrever p | a® — db® com |al,|b| < [\/p]. Portanto a® — db* = kp para k < (1 + |d|)([/p])?/p. Em
particular, k& < N, para uma constante Nj. Agora note que a 4+ bv/d € p; tem norma no maximo
Nk |Ok /p1]. Ou seja, o argumento acima prova que o corpo de classes é gerado por ideais de norma

no maximo Ng.

Lema 3.14 (Cota de Minkowski). Seja K = Q[a] e f o polinémio minimal de a. Se f tem 2s

raizes complezas e se n = dimg K, entdo o lema acima € verdade com

M= <4>S\/m,

n" \mw
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Demonstrag¢do. Sejam ag, ..., q, as raizes reais de f e 41, % 11,...,Qr1s,Qrts as rajzes com-
plexas. Considere o mapa ¢: K < R" x C® onde o +— (g, ..., ay). O ponto chave da prova é que
¢(Ok) & um lattice.

Agora a ideia é usar o teorema de Minkowski: Se A C R™ é um lattice cuja regiao fundamental
tem volume vol(A), e se S é uma regifo convexa e simétrica com volume maior que 2"vol(A), entao
S possui um ponto de A diferente da origem.

Podemos provar que Nm(8) = [[i_; ¢(8): - [1;2-. ,|¢(8)s|?. Considerando

r r+s
Sc:{meR’"x(Cs: Z|xi|+2 Z |$i|§0}7

i=1 i=r+1
temos por MA-MG que se ¢(3) € S,, entdao |[Nm(5)| < (¢/n)™. Temos que vol(¢(a)) = N(a)vol(¢(Ok)),

e pode-se computar que vol(¢(Ok)) = 27°y/|Dx|.

Entao se vol(S.) > 2"/|Dk|N(a), temos um 0 # 8 € a com [Nm(8)| < (¢/n)™. Como vol(S.) =
2" °y/|Dk|N(a)

c"vol(S), podemos escolher ¢ = e , e entao o lema é verdade com
1 orts
Mg=—7 = .
K vol(S1) nn” Dl
Entao basta computar que
2"(m/2)®
vol(Sy) = L{)
n!

e isso pode ser feito por indugao. Seja S.(r,s) o volume de S, com os pardmetros r,s. Entdo se
r>1,
C C cn
Se(r,s) = Se—jay(r—1,5) dzy = 2/ (c—21)" 1S (r —1,8) dzy =251 (r — 1,5)—
—c 0 n
e de maneira parecida, se D(R) é o disco de raio R, entdo

Se(r,s) = / Se—2lz, o) (ry8 = 1) dopys = S1(r, s — 1)/ (= 2|z s|)" 2 dapys
D(c/2) D(c/2)

c/2 c
= Sulrs = 1)/ 2r(c—2R)" R dR = £ Si(r,s — 1)/ (c— R)"2RdR
° 0

e note que (¢ — R)" 2R = c(c— R)"2 — (¢ — R)""!, portanto temos

Cn—l ch

—) :gsl(m—ni. O

n—1 n n(n—1)

S.(r, s) = gSl(r,s —1) (c

Exemplo 3.15. Temos os seguintes examplos de grupos de classe.
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e Se K = Q[2'/3], temos n = 3,7 = 1,s = 1 e D = —2233, e entdo My < 3. Mas
20k = (21/3)3, e entdo CI(K) = 1.

e Se K = Q[¢5], entdo n =4,r = 0,5 =2 e Dy, = 5%, e entdo My < 2. Portanto CI(K) = 1.

e Se K = Q[vV82], entdion = 2,r = 2,5 = 0 e D = 4-82, e entdo Mg < 10. Portanto

precisamos fatorar pOg com p < 10. Isso é primo para p=>5e p =7, e temos
20Kk = (2,v 82)2’ 30k = (3, V82 — 1)(3, V82 + 1).

Entdo se py = (2,1/82) e p3 = (3,1/82—1), temos que CI(K) é gerado por [po] e [p3]. Agora
temos que

Nm(10 + v/82) = 100 — 82 = 18 = 2 - 3%,

e como 31104 /82, temos que ter (10 +v/82) = pap2 ou (10+v/82) = pop3-. De qualquer
forma, isso implica que [ps] = [p3]?. Entao C1(K) é gerado por [p3]. Como [p3]* = [p2]? = 1
e como [p3]? = [pa] # 1, temos que C1(K) ~ Z/4Z.

3.4. Unidades. Proxima aula, iremos provar o seguinte teorema.

Teorema 3.16 (Teorema das unidades de Dirichlet). Seja K um corpo numérico, e denote por

Wi o grupo das raizes da unidade dentro de K. Entdo O™ ~ pg x Z' 571

Podemos pensar nisso como uma generalizacao da teoria de equagoes de Pell: se K = Q[\/(E]
com d livre de quadrados, entdo se d 21 mod 4, o grupo Og * ¢é o grupo de solucoes da equacio
de Pell

z? —dy? = +1.

Sed=1 mod 4, o grupo O™ também inclui as solucdes de 2% —dy? | 4. O fato de termos solugdes
fundamentais corresponde ao fator de Z"T*~1 = Z no teorema.

Com isso, completaremos o diagrama

grupo de classes
>

OKk* . q o Dy
elementos de O £~ ideais principais ideais.
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EXERCICIOS

Dicas estao no rodapé.

(1) Complete a prova de fatoragdo tnica em ideais. Prove que se p é maximal, entdo existe

a€pt\Ok:

(a) Use para provar que I é primo se e somente se é maximalH

(b) Seja B € Ok. Prove por indugao em |Og/(5)| que () contém um produto finito de
ideais primos.

(c) Seja p1---p, C (B) com r minimo (se soubéssemos fatoragao, isso seria uma igual-
dade). Prove que p = p; para algum .

(d) No item acima, assuma que p = p; sem perda de generalidade. Escolha 3y € pa - - p,
com f3y & (B) e prove que fBy/B € p~1\ Ok.

(2) Seja K = Q[v/—d] com d > 0 livre de quadrados. Se d nio é primo, prove que Cl(K) # 1
fatorando algum primo p | d. Se d for primo mas nao é da forma 4¢ — 1 para um primo g,
entdo prove que Cl(K) # 1 fatorando 2 ou (d + 1)/4.

(3) Use o problema anterior para achar todos os 0 < d < 200 livres de quadrado tal que
Cl(Q[v/—d]) = 1. Pode-se provar que nio existe nenhum tal d com d > 200, mas isso é
bem dificil.

(4) Seja a tal que a® — 3a+ 1 = 0, e considere K = Q[a]. Prove que se p é um primo, entdo
existe a com p | a® —3a+1 se e somente se existe 3 € O com Nm(3) = p. E possivel fazer
uma conta explicita para provar que Nm(f) é sempre ou multipla de 3 ou = £1 mod 9,
mas vamos provar isso proxima aula de uma maneira mais simpleSB

(5) Considere K = Q[¢] com ¢ = €2™/? ¢ p > 3. Temos que O = Z[¢]. Suponha que
p 1 #Cl(K). Vamos provar que zP = P —yP nao tem solugdo com p { zyz e mde(x, y, z) = 1.
(Esse é conhecido como o caso 1 de Fermat, e um argumento parecido mas mais dificil
resolve o caso 2, que é se p | 2)

(a) Prove que podemos assumir p t = + y.
(b) Fatore a equagdo em Ok e prove que (x — (y) = a? para algum a C Ok.
(c) Use que p t #CI(K) para concluir que a é principal, digamos a = (a). Conclue que
z — (y = ua® para algum u € Og ™.
12prove que todo dominio finito R é um corpo, usando gira-gira: se o € R ndo é 0, considere a multiplicagdo por o

e use gira-gira.
I3Combine o fato de que ClI(K) =1 com o algoritmo de fatoragéo.



26 MURILO CORATO ZANARELLA

(d) Prove que 2 = +(b para algum 1 < b < pm

(e) Prove que existe a € Z com o = a mod pOx e conclua que = — (y F (¥(x — (" ly) €

pOK.

(f) Use que p > 5 para provar que isso implicaria que p | zyz(z + y).

14Use o teorema das unidades de Dirichlet tanto para K quanto para Q[¢ + ¢™1].
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4. AULA 4

4.1. Unidades. Seja K um corpo numérico. Lembre-se que se K = Q[a] e f é o polindmio
minimal de «, denotamos por r a quantidade de raizes reais de f, e 2s a quantidade de raizes
complexas.

Primeiro vamos ver como achar Og ™ no caso que K é quadratico. Se K = Q[\/&] com livre de
quadrados, entdo a+bv/d € Ok é uma unidade se e somente se sua norma ¢ uma unidade, ou seja,
se e somente se

a’® — db? = £1.

Lembre-se que a, b podem ter um denominador de 2 se d =1 mod 4. Se d > 0, isso é uma equagao

de Pell, e a teoria de Pell implica que
OKX ~ {il} X Z,

where the Z component correspond to powers of a certain minimal solution of a Pell equation.
Se d < 0, entdo a® — db® = £1 tem somente finitas solucdes: se d = —1, sdo +1,+4, se d = —3

sdo 1, +w, +w? e se d < —3, sdo somente £1. Em todos os casos, temos
O™ = pk
onde px sao as raizes da unidade dentro de K.

Teorema 4.1 (Teorema das unidades de Dirichlet). Seja K um corpo numérico, e denote por g

o grupo das raizes da unidade dentro de K. Entdo O™ ~ g x Z"+51,

Demonstracao. considere o mapa ¢: K < R” x C® da prova da cota de Minkowski. Queremos
analizar as unidades, entao para transformar a estrutura multiplicativa em aditiva, temos que tirar

logaritmo. Isto &, considere log: (R\ {0})" x (C\ {0})* — R"** dado por

log(x1,...,2r1s) = (loglzy|, ..., log|z,|,21og|xr11], - . ., 21og|Tris]|)-

Seja Log = logog¢. Entdo o € Ok ¢ uma unidade se e somente se 1 = [Nm(a)| = []\_,|¢(8):] -
H::fH |p(B):]?, ou seja, se e somente se a soma das cordenadas de Log(a) é 0. Seja R{T™~! C R+
o sub-espago com soma das coordenadas 0. Temos que Log(Ox ™) é um subgrupo de R6+3_1.

Queremos provar que é um lattice. Para isso, basta provar dois fatos:

(1) Para todo R > 0, a quantidade de pontos em Log(Ox ™) com tamanho < R ¢ finito.
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(2) Existe B tal que para todo z € R~ existe um ponto de Log(O*) com distancia < B

de z.

Para (1), se Log(a) tem tamanho < log R, isso significa que todos os coeficientes do polinémio
minimal de o sa30 menores ou iguais que (’Z) R?. Como os coeficientes sdo inteiros, isso significa que
existem somente finitos tais a.

Para (2), seja B’ = (2/7)*\/|Dxk|. Entdo por Minkowski, se ¢ € R” x C* é tal que Nm(c) = B/,
necessariamente temos a € O néo zero com |p(a);| < |¢;|, e em particular |[Nm(a)| < B'.

Agora seja y € R” x C* tal que log(y) = z, e considere h € R tal que h; > 0e >, h; = log B'.

Considere ¢ € R"xC* onde ¢; = yiesei <rec; = yiehi/2

se i > r. Entdo Nm(c) = B’, e podemos
encontrar & € Ok com |Nm(a)| < B’ e tal que |¢(a);| < |¢;|. Portanto Log(a); < x; + h;. Isso
implica que a distancia de Log(«) e = é no maximo B’ pois também sabemos que ), Log(a); > 0.

Agora considere os finitos ideais principais de norma < B’, digamos (ay), ..., (ax). Entdo (o) =
(a;) para algum i, e entao a/a; € Ok ™. Entao Log(a/a;) = Log(a) — Log(e;), podemos tomar
B = B’ 4+ max;|Log(a;)|.

Entao Log(Ox ™) ~ Z"*~L. Para terminar a prova do teorema, note que o kernel de Log: O —
R™t$ sao elementos cujos todos os conjugados tem tamanho 1. E um problema classico que isso s6

pode acontecer para raizes da unidade, e isso sera um exercicio.

Pode-se concluir da discussdo acima que O™ ~ g x Z"+571, O

Definigao 4.2. O volume do lattice Log(Ox ™) é chamado de o regulador de K, e denotado por
Reg(K).

Nota 4.3. Como computar as unidades e o grupo de classe? A cota de Minkowski faz com que
podemos encontrar uma cota por cima do grupo de classes, ou seja, podemos computar que ele
é gerado por certos elementos, mas temos que encontrar quais sdo as possiveis relacées. Achar
todas as relagoes necessita que entendamos sobre a aritmética de Ok e portanto que entendamos
sobre as unidades. Para as unidades, podemos encontrar uma cota por baixo delas, achando
r + s — 1 independentes, ou seja, podemos cotar Reg(K) por cima. Mas novamente, provar que
elas sao minimais é dificil. A maneira que temos de lidar com isso é que podemos computar

|CI(K)| - Reg(K) de maneira analitica, e portanto podemos descobrir quando achamos todas as

relagoes e todas as unidades.
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Proposicao 4.4. Seja a C Ok um ideal. Seja N4(t) := [{a € a: [Nm(a)| < t}/Ok*|. Entio

Na(t) = 2" (2m)*Reg(K)

- t4+ Ot ).
lux|/|Dk|N(a)

Ideia da prova. Considere uma regido fundamental S do lattice Log(Ox ™) € RiT*™! tal que s6
contenha o ponto 0 do lattice. Seja S/St a regiao em R""5 que projeta em Sy e tal que Y . x; €
[0,1ogt]. Tsso & exatamente tal que Log ' (S<;) N Ok tem N,(t) elementos.

Denote S<; = logfl(S’St). Pode-se calcular que que vol(S<;) = 2"(m)*Reg(K)t.

Agora vamos usar o seguinte fato: se S C R™ é uma regido que é “bonita” o suﬁcient entao
para qualquer lattice A C R"™, temos

vol(S)

SN A= vol(A)

"4+ 0(c" ).

Tomando ¢ = tY/™, temos que c¢S<1 = S<t, e entao

_ 2"1°Reg(K) 1-1
|S§tm¢(a)‘ - V01(¢(a)) t+0(t )
Como |pg| - Na(t) = [S<i N ¢(a)| e como vol(¢p(a)) = 27°/|Dk|N(a), o teorema segue. O

Corolario 4.5. Temos que |{a C O : N(a) < t}| = ext + O(t'~ =) onde

_ 27(27m) " Reg(K)|CL(K)|

CK =
Ik || Dk|

Ou seja, a quantidade de ideais com norma no mdzximo t é basicamente linear em t.
Demonstragdao. Seja ¢ € CI(K) e considere
N.(t)={a C Ok:[a] =¢, N(a)<t}.
Seja a. um ideal tal que [a.] = ¢~!. Entdo multiplicando por a. temos uma bijegao
{aCOk:lal=c, N(a) <t} +—={aCOk:[a] =1, N(a) <tN(a.)},

ou seja, N(t) = Nq(tN(a.)). Entdo

2" (2m)*Reg(K) 11 CK -1
N.(t) = tN(a.)) + O((tN(qa )= ———=t+ Ot ).
el DI (o) ) O = Ty )
Somando sobre todo ¢ € CI(K) obtemos o resultado. O

157 condigdo precisa é que 95 é (n — 1)-Lipschitz parametrizavel.
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4.2. Fungoes zeta. Lembramos que temos a fungao zeta de Riemann
1
C(s) = Z s Dbara Re(s) > 1.
n>1
Iremos ver depois que ((s) pode ser extendida para todo o plano complexo exceto s = 1. Podemos

ver ja que ¢ se parece com 1/(s — 1) perto de s = 1:

Proposicao 4.6. Temos que

lim (s —1)¢(s) = 1.

s—1+
Demonstragao. Escreva ((s) = Sil + ¢(s). Escrevendo :11 = floo 7% dx, temos que
1 n+1
- . ~sdz ).
o =5 (- [ o)

n>1
Para s > 0, 7% & decrescente, e portanto
1 1
0< < — | =1
¢(S) Z <ns (n_|_ 1)s>
n>1

Ou seja, limg_,1(s — 1)é(s) = 0, e entao

lim (s —1)¢{(s) =1+ lim (s —1)¢(s) = 1. O

s—1t s—1t

Também podemos definir fungoes analogas para corpos numéricos.

Definicao 4.7. A funcdo zeta de Dedekind de um corpo numeérico K é

1
w9 = 2 Wy

aCOxk

O resultado que provamos implica que (x(s) converge absolutamente para Re(s) > 1. Seja

a; = [{a C Ok : N(a) =t}|, de modo que

resultado que provamos anteriormente diz que ar = cx + bx onde by = —% , e portanto
(0] ltad t te d b de b O(k!

podemos escrever

Cr(s) = cxC(s) + ) %

k>1

E de fato, ) .-, % converge absolutamente para Re(s) > 1 — % Ou seja, temos
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Teorema 4.8 (Formula do nimero de classe). (x(s) converge absolutamente para Re(s) > 1, e

temos
lim (x(s) = 22 Reg(K)ICIH)]

s x|V Dkl

Exemplo 4.9. Seja K = Q[v/d]. Entdo

((s)=[[a-N@™) " =11 II a-Nm"

e podemos ver que

I -0 =4 0 e ()= =i (1 (5)07)

plpOK

Ou seja,

s6 depende de p mod Dy, e é multiplicativa em p.

)
SIS
~—

Note que por reciprocidade quadratica, (

(DK> =Xk (p)

Ou seja, para pt Dk,

b
onde xr: (Z/DgZ)* — {+1} é multiplicativa.

Ou seja, Cxc(s) = C(s)L(s, i) onde

L(s,xk) = Z XK(n), para Re(s) > 1,
onde denotamos x(n) =0 se (n, Di) # 1. A féormula do ntimero de classe implica que

lim L(s,xx)=ckx #0.

s—1+

Para provarmos o teorema de Dirichlet, um passo crucial sera usar que L(1,x) # 0 para todo
caracter de Dirichlet y. A prova disso sera similar ao exemplo acima: se x: (Z/NZ)* — CX,
vamos encontrar L(s,y) como um fator de (x(s) onde K = Q[(x]. Isso requer entender os primos

de Q[¢n] melhor, e para isso vamos usar teoria de Galois.

4.3. Teoria de Galois. O resto da aula de hoje seré para discutir os resultados de Teoria de

Galois.
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Definigao 4.10. Seja L/K uma extensao finita de corpos. Denotamos por Aut(L/K) = {c: L —

L: o(k) =k, paratodo k € K}.

De maneira concreta, se L = K[a], e se f(z) € K[x] é o polindmio minimal de a, com raizes
Qq,...,0Qn, entdo os elementos de Aut(L/K) estdo em bijegdo com os «; tal que o; € L. Em

particular, |Aut(L/K)| < n =dimg L.

Exemplo 4.11. Seja K = Q. Para L = Q[V/d], Aut(L/K) tem dois elementos: a identidade e a
conjugagio, que leva v/d — —/d. Portanto Aut(L/K) ~ Z/27.

Exemplo 4.12. Seja K = Q e L = Q[2'/3]. Entao Aut(L/K) s6 tem a identidade, pois as outras

raizes de 23 — 2 sdo complexas, e portanto néo estdo em L.

Exemplo 4.13. Seja K = Q e L = Q[(,,]. Entao as raizes do polinémio minimal de ¢, sdo ¢ para

(i,n) = 1, que estao todas em L. Ou seja,
Awt(L/K) = {o;:i € (Z/nZ)*}

onde 7;(¢,) = ¢&. Note que 0;(0;(¢n)) = 04(¢l) = ¢ = 04;(¢n), portanto Aut(L/K) ~ (Z/nZ)*.

Definicao 4.14. Seja L/K uma extensdo finita de corpos de caracteristica 0. Dizemos que L/K
é Galois se |[Aut(L/K)| = dimg L, e nesse caso denotamos Gal (L/K) := Aut(L/K).

Se L = K[a], isso é equivalente a todos os conjugados de « pertencerem a L.

Exemplo 4.15. Vimos acima que Q[v/d]/Q e Q[¢,]/Q sdo Galois. Seja K = Q[a] com o® —3a+1 =

0. Entao podemos ver que a? — 2 e 2 — a — o? sdo raizes de 2> — 3z + 1. Portanto K/Q é Galois.
Iremos usar o seguinte teorema sem provar.

Teorema 4.16 (Teorema Fundamental da teoria de Galois). Seja L/K uma extensao finita Galois.

Entao existe uma bijecdo
{corpos K C Ky C L} +— {subgrupos de G := Gal (L/K)}
Ky — Aut(L/Ky)
L« H

onde L¥ := {zx € L: o(z) = = para todo o € H}.

Além disso, tal correspondéncia satisfaz as sequintes propriedades:
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(a) Ela respeita inclusoes de maneira reversa, ou seja, Hy C Hy <= L2 C [Hr,
(b) L)LY ¢ Galois, e dimyu(L) = |H|.

(¢c) L* /K ¢ Galois se e somente se H é normal em G, e nesse caso Gal (L /K) ~ G/H.

Exemplo 4.17. Seja L = Q[v/2,i]. Entdo temos que Gal (L/Q) = {1,0,7,07} ~ (Z/27)? onde
o(v/2) = —v/2 e 7(i) = —i. A correspondéncia é

{1}~ L
{10} — Qld]
{1,7} = Q[V2]
{1,07} = Q[V-2]
{1,0,7,07} — Q.
Exemplo 4.18. Seja L = Q[2'/3,w]. Entdo Gal (L/Q) nao é abeliano. Se z(2'/3) = w2/ e

r(w) = we y(2Y/?) = 213 e y(w) = T = w?, entdo Gal (L/Q) = {1,z,2%,y,yx,yx?}, e temos

xy = yx2. A correspondéncia é
{1}~ L
{1y} — Q2%
{Lya} = Qu2'/]
{1y2?} = Q2"
{122} = Q]
{1,2,2% y,yz, y2*} — Q.

Note que K = @[21/ 3] nao ¢ Galois porque as outras duas raizes de 23 — 2 ndo sdo elementos

de K. De fato, isso pode ser feito preciso:

Defini¢ao 4.19. Seja K C C e considere um polinémio f(z) € Klz]. O corpo de fatoragdo de f é

L:= K[ay,...,a,] onde o; € C sdo as raizes de f.

Teorema 4.20. Seja L/K uma extensao finita de corpos com L C C. Entao L/K é Galois se e

somente se L € o corpo de fatoragao de algum f(x) € K|z].

Definicao 4.21. Seja f(x) € K[z] para um corpo K C C. O grupo de Galois de f, denotado
Gal(f), é o grupo de Galois Gal (L/K) onde L é o corpo de fatoragao de f.
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Vamos considerar dois exemplos classicos para ver como Galois é usado.

Primeiro, vamos mostrar que equagoes de grau > 5 nao tem féormula fechada com radicais. Seja
K C C um corpo e considere um ntimero complexo da forma o = a + b{/c para a,b,c € K. Entao
« é raiz do polinémio f(z) = (z — a)™ — b"¢, e seu corpo de fatoracdo é L = K|(,, /c]. Seja
Lo = K[(,]. Primeiro note que Lo/K & Galois, e seu grupo de Galois ¢ um subgrupo de (Z/nZ)*.
Agora note que L/ L é Galois, e seu grupo de Galois é um subgrupo de Z/nZ. Ambos esses grupos
sao abelianos.

De maneira geral, se « ¢ uma expressao em termos de elementos de K e radicais, escreva o = au,
onde a;+1 = a; + /b;. para a;,b; € K; onde K1 = K;|ait1, ;] Agora considere o polindémio
cujas raizes sao a expressao com todas as possiveis escolhas de raizes da unidade. Pode-se ver que
tal polinémio f tem coeficientes em Ky e que K, é o corpo de fatoracdo de f. Portanto K,,/Kj
¢ Galois. Da mesma forma, temos que K;/K,; é Galois para todo i > j. Vamos analisar o grupo
de Galois de K;y1/K;. Seja K| = K;[(.,]. Entdo K;;+1/K] é Galois e seu grupo de Galois é um
subgrupo de Z/e;Z. Também, K!/K; é Galois e seu grupo de Galois é um subgrupo de (Z/e;Z)™ .
Portanto, se Go; = Gal(K,/K,—_;) e se Ga;11 = Gal (Kn/K;L_i_l), temos uma sequéncia de
subgrupos

]-:GOgGlggGQn:Gal(Kn/KO)

tal que G; é normal em G;11, e tal que G;41/G; é abeliano.

Definigcao 4.22. Um grupo G é solivel se existe uma sequéncia de subgrupos 1 = Gy C --- C

G,, = G onde G;41/G; é um grupo abeliano para todo i.

Pode-se provar que subgrupos e quocientes the grupos soltveis também sao soliveis. Isso sera
um exercicio.

Agora considere g(x) € K|[z] irredutivel para K C C e suponha que uma de suas raizes o pode
ser escrita com radicais. Considerando o f como acima, entdo g | f, e se Ky, K, sdo os corpos
de fatoracao, temos que Gal (Ky/K,) corresponde a um subgrupo normal de Gal (K;/K). Como
Gal (K/K) é soluvel, entao Gal(g) = Gal (K,/K) também é. Ou seja, provamos que:

Teorema 4.23. Seja f € Klx] para K C C tal que uma de suas raizes pode ser escrita com

radicais em K. Entao Gal(f) é solivel.
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Exemplo 4.24. Considere f(x) = 2° — 4z — 1. Pode-se provar que Gal(f) ~ S5, e podemos ver
que S5 nao é solavel pois seu tnico subgrupo normal é As, e A5 ndo tem nenhum subgrupo normal

nao trivial.

O outro exemplo é sobre construgdes com régua e compasso. Considere os papel como o plano
complexo C e a unidade da régua com distancia 1. Entao podemos marcar todos os pontos inteiros
com régua, e podemos fazer divisdo de segmentos, e obtemos todos os racionais. Agora considere
uma sequéncia de corpos Q = Ko C K7 C -+ onde K; 1 = K;[a;+1] onde a1 € o primeiro ponto
marcado que nao esta em K;. E simples ver que todo K;11/K; sdo extensoes quadraticas. Entéo
se podemos marcar o € C, isso significa que podemos escrever o com uma combinagao de raizes
quadradas. Repetindo o argumento do exemplo, anterior, temos que se f é o polindmio minimal

de «a, entao Gal(f) tem tamanho uma poténcia de 2.

Teorema 4.25. « € C com polinémio minimal f € Q[x] é construtivel com régua e compasso se

e somente se Gal(f) tem ordem uma poténcia de 2.

Demonstracao. Provamos acima que isso é necessario. Para ver que isso é suficiente, usamos o

seguinte resultado de teoria dos grupos: se |G| = 2", entdo existe uma sequéncia de subgrupos
1:G0g...an:G

tal que G; é normal em G,y e que G;11/G; ~ Z/2Z. Assim, cada G; corresponde a um K;, com
Q=K,CK,_1C-CKp com a€ Ky e todo K;/K;+1 quadratico. Como podemos resolver

toda equagao quadratica com régua e compasso, « é construtivel. (]

Exemplo 4.26. Seja (,, uma raiz da unidade. Entao (, é construtivel se e somente se ¢(n) é uma
poténcia de 2. Em particular, é impossivel trissectar &ngulos, pois dai poderiamos construir (g, €

¢(9) = 6 nao é uma poténcia de 2.
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EXERCICIOS

Dicas estao no rodapé.

(1) Seja f(x) € Z[z] um polindmio moénico onde todas as suas raizes tem valor absoluto 1.
Prove que todas as raizes sdo raizes da unidadem
(2) Seja K = Q[a] com a® —3a+1 = 0.
(a) Prove que 30k = (a +1)3.
(b) Prove que se p # 3, entdo ou 23 — 3z + 1 € F,[z] ou ¢é irredutivel ou tem 3 raizes
distintas "]
(¢) Conclua que

r(s)=¢s) I -2 JI Q+p+p)7h

p=+1 mod 9 pZ+1l mod 9

(d) Seja g uma raiz primitiva médulo 9, e considere os caracteres x1, x2: (Z/9Z)* — C*

dados por x1(g9) = w e x2(g) = w? para uma raiz ciibica da unidade w. Prove que
CK(S) = C(S)L(S, XI)L(Sa X2)

Conclua que
9|L(1, 2
4
(e) Vamos ver que a, a? — 2 sdo unidades fundamentais para K. Calcule que o volume do
lattice gerado por Log(a) e Log(a? —2) é menor que 0.85 (use uma calculadora). Use
um computador para se convencer de que
9|L(1,x1)|? - 0.85
4 2’

e conclua que a e o2 — 2 sdo unidades fundamentais.

(3) Seja ¢ uma raiz p-ésima da unidade para p primo impar. K = Q[(]. Lembre-se que
(a) Calcule que Dy = (—1)P=1/2pr=2,

(b) Seja m = ( — 1. Prove que Nm(7) = p, e conclua que pOg = (7).

16 Assuma f irredutivel, e se a; sdo as raizes, considere os polinémios fi(z) = [Li(z — k).
17Note que a? — 2 também é uma raiz de 3 — 3z + 1.
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(c) Agora seja ¢ # p. Como ¢ { Dk, ¢ é nao ramificado. Prove que ¢Ox = p; ...p, onde

todos os f; := dimp, (O /p;) sdo iguais a ordp(q)ﬁ Conclua que

H (1-N@)*)t=0-q¢ )™ onde f =ord,(q).
pleOK

(d) Agora considere todos os caracteres x: (Z/pZ)" — C* (o trivial e p — 2 outros nao

triviais). Prove que para ¢ # p, temos

[T —x(@q ) =1 —g 7)™/, onde f = ord,(q).

(e) Conclua que (r(s) = ((s) [[,»1 L(s,%)- E um fato que L(s,x) para x # 1 pode ser
extendido para s = 1. Com isso, conclua que L(1,x) # 0.

(4) Os detalhes de teoria dos grupos sobre a insolubilidade da quintica:

(a) Para um grupo G, denote por G’ o subgrupo gerado todos os elementos da forma
aba=1b~!. Prove que G’ é o menor subgrupo normal tal que G /G’ é abeliano.

(b) Seja G = G e tome GO+ = (G™)’. Prove que G ¢é soltvel se e somente se G(™) = 1
para algum n.

(c) Seja H C G. Prove que H® C G®. Se H é normal, prove que G — (G/H)®.
Conclua que subgrupos e quocientes de grupos soliveis sao solaveis.

(d) (extra) Prove que se H C G é um subgrupo normal e se H e G/H sao solaveis, entdo
G também ¢ solavel [

(5) Os detalhes sobre as construgdes de régua e compasso:

(a) Seja G um grupo, e g € G. A érbita de g é o conjunto de elementos da forma hgh~?
para h € (G. Prove que as érbitas de elementos particionam G, e que seus tamanhos
dividem |G]|.

(b) Agora assuma que |G| = p™ para um primo p. Conclua que o centro de G, dado por
Z(G) :={z € G: g2 = zg para todo g € G}, é néo-trivialm

(¢) Note que Z(G) é normal em G, e conclua que existe uma sequéncia de subgrupos

1=GyC Gy C---C G, =G tal que Gi41/G; ~ Z/pZ para todo ZH

18Lembre-se que provamos anteriormente que 2P —z mod p é o produto de todos os polindmios moénicos irredutiveis
de grau menor ou igual a n.

9Como que G se relaciona com H) e (G/H)(@)?

2005 elementos do centro estdo em bije¢do com as oOrbitas de tamanho 1.

21prove primeiro para grupos abelianos. Depois faga indugdo em |G|, e note que |G/Z(G)| tabém é uma poténcia
de p.
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5. AULA b

5.1. Elemento de Frobenius. Seja L/K uma extensdo finita de corpos numéricos. Assuma que
L/K & Galois. Vamos denotar G := Gal (L/K). Note que se 0 € G ¢ I C O, ¢ um ideal, o(I)

também é um ideal.

Proposigao 5.1. Seja 0 € G e I C Op, um ideal. Entao o induz um isomorfismo
o*: O/ = Op/o(I).

Em particular, se P | pOr é um ideal primo, entdo o(B) | pOr, também é um ideal primo.

Vamos provar que, de fato, todos os fatores primos de pQj, sao atingidos dessa forma.
Lema 5.2. Sejam P, P’ | pOy, ideais primos. Entao existe o € G tal que o(P) = P'.

Demonstragao. Considere o € Op tal que P | () mas tal que Po { () para todo Py | pOy
diferente de B. Considere N := [],.s0(a). Como o(N) = N para todo ¢ € G, temos que
N € 0OF = Og. Logo p | N. Ou seja, existe o € G tal que P’ | (¢(a)). Mas o(a) é tal que o tinico

fator primo que divide pOg e o(a) é o(P), e portanto temos que ter P’ = o (P). O

Corolario 5.3. Se L/K ¢é Galois, entdo pOr = (P1---P,)°¢ onde P, sao distintos, e temos que

fi = f para todo i, onde n = efg.

Demonstragdo. Seja pOr, = P ---Py’. Pelo lema acima para todo i, j existe o € G com o (P;) =
Bj. Dai B5 | pOr <= P5 = o(Pf) | pOk, e portanto que e¢; = e;. Finalmente, como
o*: Op/PBi = Op/B;, também temos que f; = f;.

O fato de que n = efg segue de
g

n=>Y ef;=efg. =

i=1
Exemplo 5.4. Seja K = Q[(,]. Seja p um primo. Pelo algoritmo de fatoragdo, o corolario acima
diz que

D, (z) = Fi(z)¢-- - Fy(z)® modp

onde todos os F; tem o mesmo grau f.

Definigao 5.5. Seja B | pOr um ideal primo de Or. O subgrupo de decomposicao de B, denotado

por Dy, C G é
Dyyp = {0 € G: o(B) =P}
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Pelos resultados acima, temos que |Dyyp| = /g = ef. Note também que Dy (g)jp = 0 Dot

Proposigdo 5.6. Seja L/Q Galois e K = L C L. Seja p | pOg, B | pOr. Entio Dy, =
H N Dy, Se K/Q € Galois, entio Dy, = Dy, mod H.

Demonstragao. A primeira parte é trivial. Para a segunda parte, como o(Ok) = Ok para todo
o € Gal(L/Q), temos que se 0 € Dy, entdo p = PN Ok = d(P) N (Ok) = o(PNOk) = a(p).
Portanto Dy, 2 Dy, mod H. Agora se o € Dy, escolha ¢ € Gal (L/Q) que reduza para 0. Seja
P’ = o~ (P). Entao podemos escolher og € Gal (L/K) = H tal que oo(B) =P, e dai Gog € Dy,

e também reduz para o. O

Para um ideal primo ‘B, denote k(B) := O /. Pela definicao de Dy, todo elemento o € Dy,
induz um isomorfismo
o": k() = k(B),

ou seja, o* € Aut(k(B)/k(p)).

Proposicao 5.7. Sejam F'/F corpos finitos com dimg F' = f. Entdo Aut(F'/F) = Z/f7Z de

maneira canonica, onde o — 1 onde o(x) = z!¥' ¢ 0 elemento de Frobenius.

Demonstracio. B facil ver que o(z) = z!F! pertence a Aut(F’/F). Como F tem raiz primitiva a,

F =1 <= olfl" =, ou seja, se e somente se |IF|f =1 | |F* -1 < n |k

temos que o
Portanto temos f automorfismos distintos 1,0,...,0f~1. Como f = dimp F’, esses sdao todos os

automorfismos. 0

Teorema 5.8. Seja P | pOr um ideal primo. Entdo o mapa acima

Dagjp = Aut(k(B)/k(p))

€ sobrejetor.

Demonstragdo. Seja Ko = LP%I». Entdo para todo P C pOf,, temos Dgy1p = 1, ou seja, pOg, =

Pi ... P, onde k(P;) ~ k(p).
Seja i tal que P | P;Or. Escolha ap € k(P) uma raiz primitiva, e escolha algum o € Of, tal

que op = @ mod P. Considere o polinomio f(z) =[] x —o(a)). Seus coeficientes estdo em

Ky. Entdo f(z) mod B, é divisivel pelo polindémio minimal de ay. Como a‘ok(p)l também é uma

aeD:Mp(

k
) _ o

raiz do polinémio minimal, existe o € Dy, tal que o a) mod ;. Isso significa que tal

o reduz ao Frobenius de Aut(k(*B)/k(p)), portanto o mapa acima é sobrejetor. O



40 MURILO CORATO ZANARELLA

Definigao 5.9. Se ‘B | pOr é um primo, o grupo de inércia Iy, C Dy € o kernel de Dy, —
Aut(k(B)/k(p)). Isto &, Iy, = {0 € G: o(z) =2 mod P para todo x € Or}.

Em particular,
[Dapjp| = [pjpl - [Aut(k(B)/k(p))],

e portanto |Iy,| = e. Ou seja, se p ndo ¢ ramificado, entao Iy, = 1 e Dy, — Aut(k(B)/k(p)).

Definigao 5.10. Seja p C Ok néo ramificado e considere P | pOy,. Entéo o elemento de Frobenius
de B ¢ o elemento Frobgy, € Dy)p que é levado ao Frobenius no isomorfismo acima. De maneira

concreta, ¢ o tinico Froby, € G tal que
Frobg,(z) = 2*®1 mod P para todo x € Oy

Note que Frobg, gera o grupo ciclico Dy),. Portanto, a ordem do elemento Froby, ¢ f. Note
também que temos Frob, g, = O'FI"ObgmpU_l. Portanto, se G ¢ abeliano, Frobg, s6 depende de
p, e dai denotamos de Frob, 1, ou Froby se L ¢ implicito. O mesmo ¢ verdade para Dy, € Ip|p, ©
os denotamos da mesma maneira.

Em geral, se p ¢ ramificado, entao Frobg, ¢ um elemento de Dy, /o).

Exemplo 5.11. Seja K = Q[v/d]. Identifique Gal (K/Q) = {#+1}. Seja p{ Dx. Vimos que pOy é

N——

primo exatamente quando (E;TK = —1. Mas pOg é primo exatamente quando f = 2. Portanto,

temos que Frob, = (DTK> .

Exemplo 5.12. Seja K = Q[(,], e considere p t n. Seja 0;((,) = (%. Podemos observar que
op(x) = 2P mod p para todo z, e portanto temos que ter que Frob, = ¢,. Em particular, primos

p =a mod n para (a,n) = 1 sdo exatamente os primos tal que Frob, = o,.

Proposigao 5.13. Seja L/Q Galois, e seja K = L7 C L. Seja p nao ramificado em L. Seja
p | POk e*P | pOyr ideais primos. Entdo Frobgy, = Frobf;(";‘p). Se K/Q ¢ Galois, entdo Froby, =
Frobg|, mod H.

Demonstracao. Isso segue diretamente da definigao:

Para todo x € Op, temos

Frobggl';lp) (z) = 2*®1 mod P,

e portanto temos que ter que Froby, = Frobf;(lilp ).
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Para todo x € Ok, temos
Frobg,(z) = 2P mod (PN Ok),

e como ‘PN O = p, temos que ter que Froby,, mod H = Froby),. O

Exemplo 5.14. Seja p um primo fmpar. Seja L = Q[(,]. Como G, = (Z/pZ)™ é ciclico, existe
um dnico corpo quadratico K dentro de L. Como o tnico primo ramificado em L é p, temos que
ter que K = Q[\/p] ou K = Q[/—p|. Para 2 nao ser ramificado, temos que ter £p = 1 mod 4.
Ou seja, considere p* = (—=1)®=1/2p, de modo que K = Q[/p*] C L. Pela teoria de Galois, K
corresponde ou subgrupo H de G, que corresponde aos residuos quadraticos médulo p. Portanto,

se ¢ #p e qF# 2 temos que

(p ) = Frob, x = (Frob,;, mod H) = (¢ mod H).

-
( ) ( ) ’
q p

que é exatamente a reciprocidade quadratica. Para ¢ = 2, o mesmo argumento nos da que

Ou seja,

*

2?4+

2
tem raiz médulo 2 <= <> =1,
p

e observe que o lado esquerdo é se e somente se 2 | (p* — 1)/4, ou seja, se e somente se p = +1

mod 8.

Exemplo 5.15. Seja K = Q[a] com o® — 3a + 1 = 0. Entdo podemos pegar o = (g + Cg_l, e
em particular, K C L := Q[(g]. Como dimg L = ¢(9)/3 = 2, temos K = L para um subgroup
de tamanho 2 de G = (Z/9Z)”. A tnica possibilidade é H = {#1}. Entdo, se p # 3, ele é

nao-ramificado e portanto
Frob, xk = (Frob, ; mod H) = (p mod H).

Ou seja, Frob, x =1 <= p = £1 mod 9. Pelo algoritmo de fatoracao, temos que Frob, x =

1 < f=1 <= 22— 32+ 1 tem raiz médulo p. Ou seja, para p # 3, temos

p|a®—3a+1 paraalgum a < p==+1 mod 9.
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Exemplo 5.16. Crie seu proprio problema estilo 6 da OBM 2017: i) escolha seu médulo favorito
n, ii) escolha seu subgrupo favorito H C (Z/nZ)*, iii) H corresponde a Q[(,)7, e =3, C} ¢
um elemento primitivo, e seja f(x) seu polinémio minimal, iv) compute disc(f).

Como [Of: Z[a]] = /|disc(f)/Dx] divide disc(f), vocé criou o seguinte problema: para todo

p 1 disc(f)N, temos que
p | f(a) para algum a <= (p mod n) € H.

Por exemplo, p | a* + 3a® + 1 para algum a se e somente se p =5 ou p = 1,9 mod 20.

5.2. Aplicagoes a fungées zeta. Seja L/K uma extensido Galois de corpos numéricos. Assuma
que Gal (L/K) ¢é abeliano.

Para um caracter y: G — C* e um ideal a C Ok, definimos x(a) do seguinte modo: para um
primo p, se I, C ker(x), entao definimos x(p) = x(Frob,) (note que em geral Frob, € D,/I,, e
entao x(Froby,) é bem definido); caso contrario, dizemos que x(p) = 0. Extendemos x multiplica-
tivamente.

Vamos provar o seguinte:

Teorema 5.17. Se L/K é uma extensio abeliana, entao

= J[ <kl

x: G—>Cx

onde

CK(‘S;X) = Z

x(a)
aCOxk (

N(a)s’
Demonstragao. Como (g (s,x) = [[,(1 — X(p)N(p)~*)~1, basta checarmos a férmula primo por

primo. Do lado esquerdo, temos

[T (- NER) )t = (1= N(p) 7).

PBlpOL
Do lado direito, temos
II a-—xeNe™ "= J[ a-xeNE)™ 7= JI 0=xGNE) )=

x: G—CX x: G/T,—Cx x: Dy /I, —Cx
O

f—1
= [T = ™™ IN () =)™ = (1 = N(p) ).
k=0
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Exemplo 5.18. Se consideramos Q[(x]/Q, entdo temos
Coieat(8) = ] L(s,0)
XES

onde S é o conjunto de caracteres de Dirichlet primitivos de condutor dividindo N, ou seja, carac-

teres x: (Z/MZ)™ — C* para M | N que nao fatoram como (Z/MZ)* — (Z/MoZ)* — C* para

nenhum My | M com Mo # M. E L(s,x) = 3,5, Xr(L") onde x(n) =0 se (n, M) # 1.
Para ver isso, se N = p¥ Ny com p t Ny, entdo (Z/NZ)* = (Z/p*Z)” x (Z/NoZ)*, e K = Q[(n]
¢ o composito de Q[(x] e Q[Cn,]. Entao I, = (Z/p*Z)™ C (Z/NZ)*, ou seja, x(p) é diferente de

0 se p nao divide o condutor de .

Nota 5.19. Se Gal (L/K) nao ¢é abeliano, ainda assim existe uma féormula parecida:
= JI Lsp*™Y
p: G=GL(V)

onde p percorre pelas representagoes irredutiveis de Gal (L/K), e L(s,p) é a funcao L de Artin,

definida como

L(s, p) = [ [ det(1 = N(p)~*p(Frob,)|V'») ",
p

Nao iremos definir exatamente o que a férmula acima de fato significa, mas temos o exemplo que

segue.

Exemplo 5.20. Se K = Q[2'/3 w], entao Gx = Ss3, gerado por z,y € Gg. Entdo temos 3
representagoes irredutiveis: o caracter trivial, o caracter x: Sz — S3/A3 ~ {£1}, e a representacao

p: Sz — GLo(C) é dada por

cos(2m/3) —sin(27/3) 1 0
p(z) = e ply) =
sin(2w/3)  cos(27/3) 0 -1

Como A3 é o grupo de Galois de K/Q[w], o caracter x é simplesmente dado por x(p) = (%) .

Cr(s) = C(s)L(s, ) L(s, p)*.
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Para entender L(s, p), temos que calcular que se p 1 6,
Frob, =1 <= p=1 mod 3 e 2 ¢ uma raiz ciibica,
Frob, € {y,zy, 2%y} <= p#1 mod 3,
Frob, € {z,2°} <= p=1 mod 3 e 2 ndo ¢ uma raiz cibica.
e entao

Lsp=0=3" [ a=p™ JI a-p [ ™)

p=—1 mod 3 p=1 mod 3 p=1 mod 3
impar 2 res cubico 2 nao res cubico

Se tivéssemos somente finitos primos p com 2 ndo sendo residuo ciibico, daf terfamos que L(s, p) =
C(s)L(s, x)R(s) onde
, 1—p=s 2
R(s) = (1—272) I1 (L=p

1 + pfs + p72s

2 nao res ctbico mod p

mas dai (i (s) = ((s)3L(s, x)>R(s)?, o que ndo pode ser verdade pela formula do ntimero de classe

pois R(1) # 0. Portanto, existem infinitos primos p tal que 2 ndo é um residuo ctibico médulo p.
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EXERCICIOS

Dicas estao no rodapé.

(1) Corpos biquadraticos. Sejam n,m livre de quadrados, e n # m. Considere L = Q[/n, v/m].

(a) Prove que L/Q ¢é Galois, e que Gal (L/Q) = Z/2Z x Z/2Z.

(b) Descreva a correspondéncia de Galois para L/Q.

(¢) Sejam K, Ky, K3 os trés corpos quadraticos do item anterior. Descreva como pOyp,
fatora em funcao das fatoracoes de pOk, para i =1,2, 3@

(2) Primos da forma a? + 5b2. Seja K = Q[v/—5].

(a) Prove que p = a? + 5b? para algum a,b se e somente se pOx = p1p com [p1] =1 €
{£1} ~ CI(K).

(b) Seja L = Q[v/—5,1]. Prove que C1(L) = 1, e use isso para provar que se p C O, entdo
Frob, =1 = [p] = 1@

(c) Conclua que se Frob,, ;, = 1, entdo p = a* 4+ 5b%. Use que L C Q[(20] para caracterizar
tais p em termos de congruéncias modulo 20. Depois disso, volte para (b) e veja que
se fato Frob, , =1 <= [p] = 1. Ou seja, CI(K) — Gal (L/K), onde [p] — Frob,.
(Tal L é chamado de o corpo de classe de Hilbert de K, e existe para todo K, mas
isso é bem dificil.)

(3) Repita o mesmo procedimento do item anterior para os trés casos Q[v/—6] C Q[v/—6, V2],
Q[v-10] C Q[v/—10,v/-2] e Q[v/—13] € Q[v/—13,+/—1]. Com isso, vocé conseguiré des-
crever todos os primos da forma a? + kb? para k < 13. O caso k = 14 é mais complicado

pois |Cl(Q[v—14])| = 4.

22Descreva D, em termos de Dy, i, e I, [, em termos de I, k.
2386 pOL, = p1p2 e p1 = (), daf po = (o(a)) onde o € Gal (L/K) .
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6. AULA 6

Hoje vamos discutir o béasico de anilise complexa, e usa-lo para comegar o estudo de fungoes

como C(S), CK(S) e L(Sa X)

6.1. Integral de contorno. Primeiro vamos generalizar a nogao de integral para o plano com-
plexo. Normalmente, se a < b € R, a integral f; f(z) dz de uma fungao continua f é o limite de

somas da forma,

k
Z(ai - aifl)f(ci)

i=1
ondea=ag < - <ar=bec; €[a;_1,a;], com limite sendo tomado quando max;(a; —a;—1) — 0.
No plano complexo, nao existe uma tnica maneira de irmos de z até w, entao a integral sera

sobre curvas.

Defini¢ao 6.1. Uma curva é uma fungao v: [a,b] — C tal que existem a = ap < ... < a,, = b tal

que v: [a;, a;+1] — C slo suaves.
Definigao 6.2. Se «v: [a,b] — C é suave, Q C C é aberto contendo v e f: Q& — C é continua, a

L f(z) dz
k

> (v(a) = v(ai) f(v(e:)

=1

integral de contorno

¢é o limite de somas

onde a = a9 < ... < ap = be ¢ € [aj_1,a;], com limite sendo tomado quando max;(|y(a;) —

v(a;—1)|) — 0.

Se v é uma curva, entao definimos

/7f(2) dz := i/ﬂail’ai] f(z) dz

Proposicao 6.3. Se «: [a,b] — C € suave, temos

b
/ f(2) dz = / SO () dt.

O principal objeto de estudo sera a seguinte classe de fungoes:
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Definicao 6.4. Para 2 C C um subconjunto aberto, dizemos que uma funcao f: 2 — C é

holomorfica se f é derivavel nos complexos. Ou seja, se para todo zg € €2, temos que o limite
existe.

Exemplo 6.5. Polindmios sao holomorficos. Séries também. 1/s é holomorfico em C — {0}.

Exemplo 6.6. ((s) =3_, -, n~° & holomorfico para Re(s) > 1. De fato, para Re(s) > 1 essa soma

converge absolutamente, e temos

ot Ql) o (21

h h

n>1 n>0
—h _ 1 _ ,—hlogn _ 1 _ _ 2 2
Como n l=e 1= —hlogn + O(h*(logn)*), temos

w =3 (=n*logn+n* - O(h(logn)?)) .

n>1
logn

2
Como Y, 4 (lorgﬁ”) converge absolutamente para Re(s) > 1, temos que ('(s) = >, -, =" para

Re(s) > 1. Portanto, ¢ ¢ holomorfica para Re(s) > 1.

Uma aplicagao imediata do teorema fundamental do calculo é o seguinte.
Proposigao 6.7. Se f € holomdrfica, entdo fv f'(z) dz = f(y(b)) — f(v(a)).

Em particular, se f possui uma primitiva, entao f7 f(z) dz = 0 para todo ~ fechado.

Teorema 6.8 (Goursat). Seja v um tridngulo e f: Q — C holomdrphica onde Q contém v e seu

interior. Entdo [ f(z) dz = 0.

Demonstracao. Divida o tridngulo em quatro tridngulos ~i,...,74 pelas bases médias, com a

[Yf(z) dz [yf(z) dz

mesma orientacao de v. Entao

<

4
)

i=1

portanto existe fyl = ~; tal que
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Continuando da mesma maneira, existem " tal que

[rera<w|[ e a

Escolhemos ™ tal que estejam dentro de v~ ", e portanto existe um tnico ponto zy no interior ou

<4"

1

na borda de « tal que zy esta no interior de todo ™. Escreva

f(2) = f(20) + (2 = 20)(f(20) + I(2))

onde lim,_,, h(z) = 0. Para € > 0, considere § > 0 tal que |z — 29| < d = |h(2)| <e. Sen & tal

que 7" esta dentro de |z — zp| < 4, dai

[yf(z) dz /y f(z) dz

/w (z — z0)h(z) dz

S 47’1 — 4"7,

[ 70+ = 20) (a0 + (2 = 20)h) d

=4" < 4"per(~™)dia(y")e.

Onde per e dia denotam perimetro e didmetro. Como 4"per(y™)dia(y™)e = per(vy)dia(y)e, tomando

€ — 0 termina a prova. O

Teorema 6.9. Seja f: Q — C uma holomdrfica e assuma que Q) “nao tem bumcos’ﬁ, Entao f

POSSUL wma primitiva.

Demonstracao. Escolha zg € €. Para qualquer z; € §2, podemos achar ~ poligonal conectando zg
e z1, e definimos F'(z) = fv f(2) dz. Pelo teorema anterior, tal defini¢do ndo depende de 7. Agora

se h é suficientemente pequeno,

P — F(z z) dz
F( 1+h2 F(z1) _ fvf(h) _ b+

S =

L (f() = £(=1))

onde v é a reta conectando z; a z; + h. Note que quando h — 0, o ultimo termo tende a 0 pois f

é continua em zj. Isso prova que F'(z1) = f(z1). O

Corolario 6.10. Seja f: Q2 — C holomorfica e v uma curva em € que € a borda de uma regiao

sem buracos. Entao fv f(z) dz=0.

Exemplo 6.11. E necessario que f seja holomérfica no interior da curva: considere f(z) = 1/z,

e seja y o circulo unitario. Entao

1 27 ) ) 2
/ - dz/ f(z) dz = fle™yie™ dt = / i dt = 2mi.
v ? v 0 0

24\ ais especificamente, € é simplesmente conectado.
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6.2. Fungoes holomoérficas sao analiticas. Do exemplo acima, obtemos a seguinte férmula:

Teorema 6.12 (Formula integral de Cauchy). Seja f: Q — C holomdrfica, e seja v C Q um

circulo. Para zg no interior de -y, temos que

f(z0) = L/ 1(z) dz.

211 Z— 20

Demonstrag¢ao. Como f(z)/(z — z9) é holomorfica em Q — {2}, podemos trocar v por qualquer
circulo contendo zp no interior. Tomando esse circulo para ter raio € e tomando € — 0, a formula

basicamente segue to fato que f7 % dz = 2mi. O

Teorema 6.13. Se f: Q — C € holomdrfica, entao f € infinitamente direferencidvel. Além disso,

se vy CQ € um circulo e zg estd no interior de vy, temos

f(k)(ZO)_ﬁ/ f&) 4

C2mi ), (2 — zp)ktL

Demonstragao. Inducao em k. O caso k =1 é a férmula acima.

Entdo assuma que f*~1)(z) = (kz;?l f’y (zf—(zzo))k dz. Entao para h suficientemente pequeno tal

que h esta dentro de v, temos

fE D (20 4+ h) — fED(z)  (k—1)! / f(2) ( 1 ! ) dz

h 2mi h \(z—z20—h)* (z—2)F
Sejaa = (z—z9o—h) L eb= (2—2p) . Entdo quando h — 0, temos a — b. Entao “Z:gk — ka™ 1.
COmO ﬁ = m, concluimos que
DISCELLY O IE R
F(z0) 2mi ), (2 — 20)% (2 — 20)* 1 =
0 que conclui a indugao. O

Corolario 6.14. Se f: Q0 — C € holomdrfica que contém um circulo v de raio R de centro zy,

entao

kL -sup | ()]

110 (o)) < 22

Demonstragao. Segue diretamente da férmula acima. O
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Exemplo 6.15. Uma aplicagado é o teorema de Liouville: se f: C — C é holomorfica e limitada,
entao f é constante. Simplesmente tome kK =1 e R — oo. Podemos com isso provar o teorema fun-
damental da algebra: Seja P(z) um polindmio sem raizes. Entao 1/P(z) ¢é limitado e holomorfico,

portanto é constante, e portanto P(z) é constante.

Teorema 6.16. Se f: Q — C é holomdrfica que contém um circulo v de raio R de centro zp,

entao para z dentro de vy, temos

f(z)= Z an(z — z0)"

n>0

onde a,, = " (z)/n!.
Demonstracao. O corolario acima diz que de fato o lado direito converge absolutamente. Escreva

11 1 1 Z 21— 20\ "
Z2—z1 z2—2zgl— Bz 2 z— 2

z—2z0 n>0

e entao

n>0

]

Ou seja, fungoes holomorficas sao automaticamente analiticas. Uma propriedade de fungoes

analiticas é o seguinte:

Proposicao 6.17. Seja f: Q — C holomdrfica, onde Q2 é conectado. Se f(z;) =0 onde z; — zg €
Q, entao f = 0.

Demonstragao. Considere f(z) =), 5, an(2 — 20)". Se f nao ¢ identicamente igual a 0 perto de
20, entdo algum a,, # 0. Podemos trocar f por fo(z) = f(2)/(z — 20)" para algum n de modo que
ainda é holomorfica e de modo que ag # 0. Mas fy é continua, e de fp(z;) = 0 concluiriamos que
fo(z0) =0, 0 que é uma contradicao.

Portanto f é 0 em uma bola perto de zy. Repetindo o mesmo argumento para sequéncias de
pontos na borda dessa bola e assim por diante, pode-se argumentar que porque §2 é conectado,

temos que ter f = 0. O

Ou seja, se uma fungao f: 2 — C é holomorfica, existe no maximo uma maneira de extender f

para uma funcao f: ' — C onde Q C Q' que ainda seja holomorfia com € conectado.
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Eventualmente vamos provar que ¢ extende para uma fungdo holomérfica em C — {1}. Ela
terd uma singularidade em s = 1. Como preparagao para isso, vamos falar sobre os tipos de

singularidade.

6.3. Singularidades. Seja f: Q2 — C uma funcao holomorfica e z ¢ Q mas tal que existe um

disco D de centro z tal que D — {z} C Q. E comum considerarmos trés tipos de singularidade:

Definicao 6.18. Dizemos que z é uma singularidade removivel se f pode ser extendida para uma
fungao holomorfica sobre Q U {z}. Dizemos que z é um pdlo se 1/f é holomérfica perto de z, e
se 1/f pode ser extendida para uma fun¢do ¢ incluindo z com g(z) = 0. Se g tem um zero de
ordem n, dizemos que z é um polo de ordem n. Caso contrario, dizemos que z é uma singularidade

essencial.

Proposigao 6.19. zy € um pdlo de ordem m se e somente se f € da sequinte forma perto de z.

f)= Y aulz—z)"

n>—m

com a_, # 0. Dizemos que o residuo de f em zy € res,, (f) :=a_1.
Demonstragao. Segue de que podemos expandir 1/f como uma sefie de Taylor. O

Definigao 6.20. Se f: Q —{a1,...,a,} = C é holomorfica e ay, ..., a, sdo polos, dizemos que f

é meromorfica em Q.

Pelas formulas de Cauchy, temos que se v € um circulo em volta de 0 e k > 1, entao

1 a_j a_1 sek=1,
2mi Sy 2 0 sek>1.

O seguinte teorema segue imediatamente:

Teorema 6.21 (Formula dos residuos). Se f: Q — C é meromdrfica, e v € uma curva que nao

passa por nenhum pdlo, entao
/ f(z) dz = 2mi Z res,, (f)
¥ o

onde a soma percorre todos os polos no interior de 7.

Exemplo 6.22. Vamos provar que ((s) extende para uma fungdo meromorfica em Re(s) > 0 com

um polo simples (ou seja, de ordem 1) em s = 1 com residuo 1. Para isso, escreva ((s) = Sil +é(s).
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Como sil = floo 2~ % da, podemos escrever, para Re(s) > 1, que
1 n+1 n+1
— E = —s d — 2 -5 _ ,.—S d .
o) n>1 <ns /” ‘ z> n>1/" (” ’ ) ’

Agora note que se Re(s) > 0, pelo teorema do valor médio temos que
(x7° —n"%) = —(z —n)szy *~ ' para algum zg € [n, 2],

e portanto
n+1 |S|
—S —S
/n (n™" =2 df’ < R

Portanto, ¢(s) é absolutamente convergente se Re(s) > 0. Falta ver que ¢(s) é holomorfica. Isso

segue da convergéncia absoluta acima, e de que

!

1 mtl s slogn " og x
S ([ war) SX ([ o).

n>1 n>1

e podemos ver que isso converge absolutamente com um argumento parecido ao anterior.

Portanto —5 + ¢(s) ¢ uma extensdo meromorfica de ((s) para Re(s) > 0 com um pélo simples

de residuo 1 em s = 1.

Exemplo 6.23. Dado o acima, para um corpo numérico K, basicamente provamos anteriormente

que Cx(s) é meromorfica em Re(s) > 1 — %, com poblo simples em s = 1 com residuo

2" (27) Reg(K)|CL(E)|

ress—=1(k (s) = \ux|/1Dk|

Essa é a formula do namero de classe.
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EXERCICIOS

(1) Prove que [;° cos(2?) do = [} sin(2?) do = v 27r/4

(2) Calcule [* s du

(3) Suponha que u & Z. Prove que

> Gt = e
= (u+mn)?  sin(mu)?
integrando f(z) = Uitzsrf sobre circulos |z| = N 4+ 1/2 para N > |u| um inteiro, e tome

N—>oo@

250lhe na pagina 64 do livro de anéalise complexa do Stein para uma dica.
iTZ 76—721\'2
2i

e

2605 polos de cot mz sdo os zeros de sinmz = , que sdo z € Z, e sdo todos simples.
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7. AULA 7

7.1. Logaritmo. O ultimo ingrediente que falta para finalmente provarmos Dirichlet é o logaritmo

complexo.

Definicao 7.1. Seja f: 0 — C holomérfica que nao possui zeros. Dizemos que g: 2 — C é um

logaritmo de f se f(z) = e9(*) para todo z € Q.

Exemplo 7.2. Note que f(z): C — {0} — C dado por f(z) = z néo possui logaritmo. Se g é um

logaritmo, entao ao dar a volta por 0, o valor de g mudaria por 2mi.

Se g é um logaritmo de f, entdo f'(z) = g'(2)e9*), e portanto ¢'(z) = f'(2)/f(z). Isso nos leva

ao seguinte resultado:

Teorema 7.3. Seja f: Q — C holomdrfica sem zeros onde 2 é uma regico sem buracos e conec-

tada. Entao f possui um logaritmo g.

Demonstragao. Seja zp € (). Para z; € (), seja v conectando zg e 21, e defina

e
g(m)—/y B dz + ¢

onde e = f(zp).
Isso é bem definido pois 2 ndo tem buracos. Pela definigdo, temos que ¢'(z) = f'(2)/f(2).

Agora podemos calcular que
(f(z)e#@) =0,

e como f(z) = e9*0) temos que ter f(z) = e9*) para todo z € Q. |

7.2. Caracteres de Dirichlet.
Defini¢ao 7.4. Um caracter de Dirichlet médulo N é um morfismo de grupos x: (Z/NZ)™ — C*.
Note que se N =[], pi*, entao pelo TCR,
@) =[] @),
i

Como Z/p;*Z tem uma raiz primitiva, existem ¢(p;*) caracteres de Dirichlet modulo p{*, e portanto

¢(N) =11, ¢(p;*) caracteres de Dirichet modulo N.
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Teorema 7.5 (Ortonormalidade de caracteres). Sejam xi,x2: (Z/NZ)* — C* dois caracteres

de Dirichlet. Entao

0  sexi# X2

xe) = Y xi(@)xe(a) =
a€(Z/NZ)* d(N) sex1 = xa

Demonstragdo. Se x := x1 = X2, entdo x(a)x(a) = |x(a)|? = 1 pois x(a) é uma raiz da unidade,
e portanto é claro que (x, x) = ¢(N).
Se x1 # X2, note que se b € (Z/NZ)™, entdao

(X1, X2) = Z x1(a)xz(a) = Z x1(ab)xz(ab) = x1(b)x2(b)(x1, x2)-

a€(Z/NTZ)* a€(Z/NTZ)*

Em particular, se escolhermos b tal que x1(b) # x2(b), isso implica que (x1, x2) = 0. |

Corolario 7.6. Os ¢(N) caracteres de Dirichlet médulo N formam uma base do espago vetorial

de funcées {f: (Z/nZ)* — C}. Explicitamente,

1
f= WXX:U,X)X-

Demonstrag¢ao. Provamos que os x sao linearmente independentes, e como existem ¢(N) caracte-
res, eles tem que formar uma base. Entao basta ver que a formula acima funciona para f = x, o

que segue do teorema. O

7.3. Fungoes L de Dirichlet. Como vimos anteriormente, para um caracter the Dirichlet x: (Z/NZ)™* —
C*, podemos associar a func¢ao L dada por

L(s,x) = Z % para Re(s) > 1.

n>1

Onde denotamos x(a) = 0 se mdc(a, N) # 1.

Assim como vimos com a fungao zeta, é facil ver que L(s, x) é holomorfica.

Proposicao 7.7. Seja x um caracter de Dirichlet nao trivial. Entao L(s,x) extende holomdrfica-

mente para Re(s) > 0.

Demonstragao. Primeiro, note que como (x,1) = 0, temos que Zflig x(n) = 0 para todo a.

Portanto, Sy == ZnM:1 x(n) é limitado.
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Com essa observagao, podemos usar a soma por partes: se a,, b, sdo duas sequéncias e Sy =

M -
> neq Gn, €ntao
M—1

Zann—SMbM_ZS n+1_b)

Portanto para a,, = x(n) e b, = n~*%, temos para Re(s) > 1 que

M~
b A}%Zann]&@m(s”f ZS ((n+1)" )

Mas agora note que o lado direito converge absoutamente para Re(s) > 0. De fato, como S,, é

S5 (- )

n>1

.. n+l _o_ . P
limitado e como —-— — L = —sf x5! dz, seu valor absoluto é no maximo s/nS+1 e
(n+1) n n ’ ’
S
Y n>1 77T converge absolutamente para Re(s) > 0.
Finalmente, é facil ver que a expressao no lado direito é holomérfica pois cada termo é, e pois

temos boa convergéncia. O
Teorema 7.8. Para qualquer caracter de Dirichlet x nao trivial, temos L(1,x) # 0.

Demonstrag¢ao. Se x é primitivo, provamos isso anteriormente usando que

CQ[CN] HL 55 X)

onde o produto percorre caracteres de Dirichlet primitivos nao-triviais de condutor dividindo N.
Pela formula do ntimero de classe, sabemos que tanto ((s) quanto (gi¢,](s) tem um polo simples

em s = 1, e portanto Hx L(s,x) ndo é 0 em s = 1. Como L(s, x) sao holomorficas em s = 1, temos

que L(1,x) # 0.
Em geral, seja xo: (Z/MZ)™ — C* o caracter primitivo associado a x: (Z/NZ)* — C*, entdo
M | N. Entéo para Re(s) > 1, temos
L(s,x) = [[a=x@p~*) " = [[0—x@)p~*) " = [[0—x0@)p™*) " = L(s,x0) [] (—xol@)p™),
P PIN ptN p|N,ptM
e portanto isso também tem que ser verdade para Re(s) > 0. Portanto,
L(1,x) = L(L,x0) ][] (1 - X0p(m>
p|N,ptM

também nao é 0. O

7.4. Teorema de Dirichlet.
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Definicao 7.9. Dizemos que um conjunto de primos S tem densidade de Dirichlet u se

= lim 721)65]9_5
® o, pr_s .

Nota 7.10. Pode-se provar que se S tem densidade natural

o IS0
M_Ngnoo N ’

dai também tem densidade de Dirichlet p.

Teorema 7.11. Seja mdc(a,N) = 1 e S = {p: p = a mod N}. Entao S tem densidade de
Dirichlet 1/¢(N). Em particular, S € infinito.

Demonstracao. A ideia é considerar

Y tox1—ypp) = 3 XSS XD 5B gy,

Isso, formalmente, seria log L(s, x), mas temos que tomar cuidado para afirmar isso.

Se |z| < 1, podemos considerar log(l —2) = =3~ -, %ﬂ Para Re(s) > 1, temos que |p~*%| < 1,
entao podemos considerar a expressao acima I(s, x) = —>_ log(1 — x(p)p~*). Isso ¢ holomoérfica
para Re(s) > 1. Pela definigao e tomando um pouco de cuidado com convergéncia, podemos ver que
e!sX) = [(s,x). Se x ndo & trivial, entdo como L(1, ) # 0, temos que ter que lim,_,;+ I(s, x) # 0,
e portanto que I(s,x) = O(1) quando s — 17.

Pelas consideragoes acima, entao temos que

p=a mod N

quando s — 1.

Mas entao, pelo o que vimos acima, temos que

S Lo ﬁl(alHO(l) — ﬁzi +o(1),

p=a mod N

o que significa que S = {p: p=a mod n} tem densidade de Dirichlet 1/¢(N). O
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EXERCICIOS

Seja S = {p: n néo é residuo cibico modulo p}. Considerando K = Q[¥/n,w]|, prove que
S tem densidade de Dirichlet 1/3.

Lembre-se que (g (s) = ((s)L(s,x)L(s,p)? onde x é o caracter de Dirichlet nao trivial
moédulo 3 e

Lis,p=C- [ a-p)7t I a-p)?[[a+p+p)7"

p=—1 mod 3 p=1 mod 3 pGS
impar pES

onde C' é um fator ndo zero dependendo dos primos p | N. Use isso para deduzir proprie-
dades anaiticas de L(s, p).

Seja x um caracter de Dirichlet primitivo de modulo N. Seja G(x) = Zi\’:l x(a)¢* onde
¢ é uma raiz N-ésima primitiva da unidade. Prove que |G(x)| = VN, e que G(Y) =
X(=1)G(x)-
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8. AULA 8

Hoje vamos provar o teorema dos nimeros primos: se w(x) é a quantidade de primos no maximo

x, entao
x

()

~ logz”

8.1. Zeros da (.

Proposicao 8.1. Se > |a,| converge, entio [[(1 + ay,) converge, e € 0 se e somente se algum a,

€ —1.

Demonstragao. Podemos considerar somente o caso que |a,| < 1/2. Dai basta ver que Y log(1+ay,)

converge, e isso segue de |log(1 + a,)| < 2|ay]. O

Com isso, segue facilmente que ((s) ndo tem zeros para Re(s) > 1. Vamos provar que também

nao tem zeros para Re(s) = 1.
Lema 8.2. Seog > 1 et € R, entdo
S(o,t) == [¢(0)*¢(o + it)*¢(o + 2it)| > 1.

Demonstragao. Note que Re(n™%) = n~7 cos(tlogn).

Entao

log S(o,t) = 3log|((0)|+41og|¢(o+it)|+1og|((c+2it)| = Z enn (344 cos(tlog n)+cos(2tlogn))
n>1
se log ((s) = >,  can™.
Mas log((s) = >, —log(1 —p~°) = >, p~™*/m, portanto ¢, > 0. Note que 3 + 4cos6 +
cos(20) = 2(1 + cos )2 > 0, portanto log S(a,t) > 0, e entdo S(o,t) > 1. O

Corolario 8.3. Se Re(s) =1, entao ((s) # 0.

Demonstrag¢ao. Suponha que (1 + it) = 0. Entdo temos ((0 + it) = (0 — 1)f(o + it) para f

_ 9(9)

holomérfica perto de o = 1. Como ((0) = 25

para g holomorfica com g(1) = 1, teriamos, para o
proximo de 1, que

S(o,t) = (0 —1)|g(a) f(o + it)*¢ (o + 2it)].

Mas tomando o — 17, teriamos lim,_,;+ S(c,t) = 0, um absurdo com o lema anterior. |
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8.2. Relagdo com (x). Vamos ver que o teorema dos niimeros primos é equivalente a ¢ nao ter
zeros com Re(s) = 1.
Para isso, vamos cosiderar a seguinte funcao

= logp=)Y_ V ng log p

pm<x p<lx IOg p

Proposicao 8.4. ¢(zx) ~z <= n(z) ~ z/loguz.

Demonstragao. Temos t(z) =3 . [logz/logp|logp <> _ logz = 7(x)logz.
Para a desigualdade no outro sentido, temos para qualquer 0 < o < 1 que
x) > Zlogp > Z logp > (w(z) — 7(z®)) log(x®).
p<z z<p<w

Portanto, se a = 1 — ¢, temos

1
$(@) > (1= () log(r) — = O
Seja Y (z f1 ) du. O seguinte é verdade pois 1(x) é ndo-decrescente:
Proposigao 8.5. (z) ~x <= 1(z) ~ 2?/2.
Demonstracao. Como 1 é crescente, temos
1 x 1 (1+e€)
— du < < = d
o vwasve s [ v au
portanto
1201(2) (=92 (A=q2) _v() _ (1+022((1+x) 1 2h(x)
2¢ a2 2¢e (I—e)222 — = — 2 (14 €)2x2 2 a2
e note que 5- ~da 266)2 —€/2e 1+€) ==1+¢/2. 0O

Agora considere
log p sen=pm",
A(’I’L) = 8 ’

0  caso contrario.
de modo que ¥(z) = 3, A(n). Dai temos trivialmente que 11 () = >, ., A(n)(z — n). Note
também que, se Re(s) > 1,
—ms

(s ’ / —ms Aln
S-S - G -5

m,p m,p n>1
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Proposicao 8.6. Para todo ¢ > 1, temos

i) = g /+: s::) ( §<(§>)> ds

Demonstracao. Pelas consideragoes anteriores, basta provar que

1 ctico s d 0 se0<a<l,
— _ % 4s=
20 Je—joo (s +1) 1-1/a sel<a.
Note que se f(s) = a®/s(s+1), entdo resof = 1 eres_; f = —1/a. Entao a féormula acima segue se

uma integral de contorno: no primeiro caso, considera o semicirculo para a direita, e no segundo
caso, para a esquerda. Basta ver que a integral no semicirculo vai para 0 quando o raio aumenta.

Isso & porque |s(s + 1)] > R?/2 se R é grande, e |a*| é limitado independentemente de R, pois se

a < 1, entdao Re(s) > ¢, e se a > 1, entao Re(s) < c. O
Seja F(s) = 87(057111) (—%) . Queremos poder trocar o contorno acima de ¢ > 1 para ¢ = 1.

Como ((s) ndo tem zeros em Re(s) = 1, o tinico problema ¢ o polo em s = 1. De fato, res; F = 2%/2
€ exatamente o termo que queremos.

Para isso de fato functionar, vamos usar a seguinte cota

Lema 8.7. Fizee > 0> Seo > 1 e |t| > 1, com s = o + it, temos |[¢'(s)/((s)] < C. - |t|¢ para

alguma constante C..

Ideia da demonstragdo. Cota ((s), e dai usa formula integral de Cauchy para cotar ¢'(s). Dessas

duas cotas e S(o,t) > 1, pode-se conseguir a cota de 1/((s). Veja Stein, segao 7.1.1. |

Para vermos que podemos trocar o ¢ no contorno na parte nao limitada (ou seja, perto do

infinito), basta checar que f;:ll(\),o

F(s) ds vai para 0. De fato, a cota acima nos da que |F(s)| <
C’%:lte7 e tomando € < 1 basta.

Entao temos

1/11(30):?4- L /F(s) ds

2mi
onde v é um caminho de 1 —ic0 a 1 4 i00 que vai pela esquerda do ponto s = 1. Note que para
Re(s) =1, temos |F(s)| < C’l/ngt—?’/Q. Entao temos um N tal que ﬁ f'm F(s) ds < ex?/2 para

qualquer € > 0 que quisermos, onde vy ¢ a parte de v com Im(s) > N. Agora escolha § tal que
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F(s) nao tenha zeros com Im(s) < N e Re(s) > 1 — 4. Entéo temos

1 1—6+iN 1-6—iN 1+iN
<6x2+_</ F(s)ds+/ F(s)ds+/ F(s)ds)
1

2mi —6—iN 1—iN 1—64+4iN

372

‘%(@ — 3

2—95

Na primeira integral, |71 = 2179+ = 2279 ¢ entdo a integral é no maximo Cx?~%.

Para as duas outras integrais, podemos cota-las por

1+iN
/ F(s) ds
1

—0+iN

1 2
<C 2t do < C .
1-§ log z

Portanto,

.’BQ

() <ex? + 0x* %) + O(x?/log ),

e entao

| im 241 () /2 — 1] < 2,
Tr—r00
e tomando € — 0, provamos o teorema dos nimeros primos.

8.3. Formula para 7(z). Com um argumento parecido ao acima, poderiamos dar uma férmula
para m(x) se soubéssemos todos os zeros de ¢. A Hipotese de Riemann diria que os erros da formula

sao o menor possivel.
Conjectura 8.8 (Hipotese de Riemann). Se Re(s) > 0 e s é um zero de ((s), entao Re(s) = 1/2.

Defina Li(z) = [; du/logu, e seja

R(z)=>_ Mm(:&/n).

n

Teorema 8.9. Sejam p os zeros da ¢ com Re(s) > 0. Entao

m(x) = R(z) — Z R(xz™") — ZR(&C”).

n>1

Nota 8.10. Os termos R(x~2") correspondem ao fato que ((—2n) = 0, chamados de zeros triviais.

Veremos isso proxima aula quando provarmos a extensdo meromorfica de (.
8.4. Preliminares para a equagao funcional. Vamos discutir brevemente a fungao gamma I'.
Definigao 8.11. I'(s) = [~ e~"t*~* dt para Re(s) > 0.

Isso é holomorfica para Re(s) > 0, e extende meromorficamente para o plano complexo por

causa do seguinte lema:
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Lema 8.12. Se Re(s) > 0, entdo I'(s + 1) = sI'(s).

Demonstracao. Por integracao por partes,
N N
[e )N = 7/ et dt+5/ e 5T de,
€ €

e tomando ¢ — 0 e N — oo, temos que o lado esquerdo vai para 0, e a equagao que queremos

segue. O
Corolario 8.13. Para n € Z>q, temos I'(n + 1) = nl.

Demonstragao. Pelo lema anterior, basta calcular que I'(1) = 1:
r(1) :/ et dt = [—e 1 = 1. 0
0

Teorema 8.14. I' extende meromdrficamente para C, com pdlos simples em s € Z<g, e residuos

res_,I' = (=1)"/nl.

Demonstragao. Aplicando o lema acima repetidamente, temos para Re(s) > 0 que

I'(s+n+1)

T(s) = s(s+1)---(s+n)

Mas o lado direito ¢ uma fungdo meromorfica para Re(s) > —n — 1, e portanto I'(s) extende para
uma fun¢do meromorfica para Re(s) > —n — 1. Tomando n — oo, I'(s) extende para C.
Pela formula acima, podemos ver que os Gnicos polos sdo (no maximo) simples em s € Z<g, €

podemos calcular o residuo:

_ I(s+n+1) @ (=nn
res—nl’ = s(s+1)---(s+n—1) o 1 1 =

S=—n
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EXERCICIOS
(1) Seja ¢ >0 e a > 0. Prove que
‘ 1 sea>1,
1 c+100 as d
D — S == =
omi ) s 1/2  sea=1,

0 sel0<a<l.

(2) Seja p,, 0 n-ésimo primo. Use o teorema dos nimeros primos para provar que p,, ~ nlogn.

(3) Use a expressao em produto de ¢ para ver que

L _yen) ara Re(s
) el & Re(s) > 1.

n>1

Note como, pelo menos formalmente, temos que

Z:l fSZ) _ % (Y fT(va)

n>1

é relacionado com a formula de inversdo de Moebius (veja o Problema 1 na pagina 203/204
do Stein).

(4) Prove que se a € Z>, temos

C(s)* = Z d(?) para Re(s) > 1,

n

para Re(s) > a+ 1.
n

()e(s —a) = 3 2o

onde d(n) é a quantidade de divisores e o4 (n) =3_,,, d”.



TOPICOS EM TEORIA DOS NUMEROS 65
9. AULA 9

O objetivo de hoje é provar a equagao funcional da ¢, dada pelo seguinte theorem.

Teorema 9.1. Seja A(s) := 7%/?T'(s/2)((s). Entio A extende a uma funcio meromdrfica em C

e satisfaz A(s) = A(1 — s).

Analisando polos e zeros, podemos concluir que os tnicos zeros de ((s) fora de 0 < Re(s) < 1
sdo em s € 2Z . Os polos de A sdo em s =0 e s = 1. Tomando s = —1 e usando que ((2) = 72/6
e I'(1/2) = \/m, obtemos o classico ¢(—1) = —1/12.

O termo “extra” de m—*/?T'(5/2) é pensado como um fator de Euler adicional pelo “primo” co.
De maneira mais geral, se K é um corpo numérico de grau n, vimos que K tem n inje¢des K — C,

onde r fatoram por R e 2s nao. Entao, definimos

Ir(s) = 77°/?T(s/2), Tc(s)=2(2r)"*I(s) = Pr(s)[r(s + 1)

Ax(s) = |Dg|**Tr(s) Tc(s) Ck (5)

onde pensamos, para F' € {R,C}, em K — F como um “primo”, e o fator I'r(s) é o fator de Euler

correspondente.
Teorema 9.2. Ak (s) extende meromdrficamente para C, e satisfaz Ax(s) = A (1 —s).

Também vimos fungdes L associadas com um caracter de Dirichlet primitivo x: (Z/NZ)™ — C.
Elas também satisfazem equagdes funcionais: denotamose = 0se x(—1) =lee=1sex(—-1) = —1.
Dai se

A(S, X) = N(S+E)/2FR(S + G)L(S, X)a

N—-1
I 0= Y x@em,

a=0

Note que |7(x)|*> = 7(x)7(X) = N, e portanto |e(x)| = 1.
Teorema 9.3. A(s,x) extende meromdrficamente para C, e satisfaz
A1 = 5,X) = e(Xx)A(s, X)-

Hoje vamos provar a equagao funcional para {(s) e, de maneira mais geral, para L(s, x).
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9.1. Transformada de Mellin.
Definigao 9.4. Uma série de Dirichlet é uma fungao complexa da forma an1 ¢n/n® para ¢, € C.

Se existe n tal que tal série converge absolutamente para Re(s) > n, entdo ela é holomérfica em
tal regiao.

A seguinte transformada é muito importante no estudo de séries de Dirichlet.

Definigao 9.5. Seja f uma funcdo definida em x > 0. Sua transformada de Mellin, quando

convergente, é dada por

M) = [ fa)et da
0
Exemplo 9.6. Temos M{e *} =T.
Proposicao 9.7. Se f(z) = e " para ¢ > 0, entao temos M{f}(s) = ¢ *T'(s) para Re(s) > 0.

Demonstragdao. Temos
M{f}(s) :/ e ! dx
0

e se t = cx, temos dx = ¢ dt e portanto
MA{f}(s) = cfs/ e 't dt = ¢ T (s). O
0

Como consequéncia disso, se f(s) = > o, ¢p/n® é uma série de Dirichlet, entdo pelo menos

formalmente temos:

n L (s) f(s) = Y cn - M{eT™"}(s) = M{p}

n>1

onde

p(x) = Z cpe” .

n>1

Por exemplo:

6 = M { = 0

E possivel usar essa formula para mostrar que ((s) extende meromoérficamente com tnico po6lo em

s = 1. Mas para a equacgao funcinonal, temos que trabalhar um pouco mais.

9.2. Fungoes theta e equagao funcional. A ideia para a prova de varias equagoes funcionais

é que se f(1/z) = 2 f(x), entdo denotando y = 2~ !, temos dy = —2~2 dx e entdo, pelo menos
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formalmente, temos

M{f}(s) = / T @)t de = / TRy dy = / T Ht T dy = M{fY (k- s),

e tem a forma de uma equagao funcional.
Veremos em proximas aulas como tais f s@o relacionados com formas modulares!
Por hora, vamos ver o caso especifico para ((s). Olhando para a forma da equagdo funcional,

olhamos para
A(2s) = m7°T'(s)¢(2s) = M{p}(s)

onde

¢(2s) = Z (ni)" = o(z) = Ze*mzw.

n>1

Definicao 9.8. A fungao theta 6(x) é dada por 0(z) =) ., e — 1 4 20(x).

Na proxima se¢ao vamos provar que 0(1/z) = 2'/26(zx). Vamos ver como isso implica a equacio

funcional.

Proposigao 9.9. Assuma que 0(1/x) = x'/20(x) para x > 0. Entdo A(s) = A(1 — s) para 0 <

Re(s) < 1. Portanto A(s) € meromdorfica em C, e a igualdade € verdade para todo s € C.

Demonstracao. Escrevendo a relagao de 6 em termos de @, temos

o20(x) -1 2?2 -1

o(1/x) = 5 = ——— +2"%p().

No entanto, nao podemos separar a soma do lado esquerdo ao integrar em R . Invés disso, usamos

essa formula para trocar a integral para ser entre [0, 1]. Temos, para Re(s) > 0, que

A29) = Mip)s) = [ ol ao= [ (@) da + / 1 <y/1 n yl/%@)) Yoy dy

0 2
1 —s—1/2 _ ,.—1—s 1 1 1
_ £ T s—1 —5—1/2 de = . / s—1 —s—1/2) 4
/0 ( 5 + @)@+ >> T S o, P@E T e T da
— i _ ]- + ! (3’))(1’571 + 1,7571/2) d:l?
25 2s5—1 0 7 ’

Agora note que essa expressdo ¢ invariante a s — 1/2 — s.
Portanto A(2s) = A(1 — 2s) para 1/2 > Re(s) > 0, e trocando 2s por s, temos A(s) = A(1 — s)

para 1 > Re(s) > 0. O
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Isso prova a extensdo meromorfica e a equagao funcional de ((s) uma vez que provarmos que
0(1/z) = z'/260(x).
De maneira parecida, se quisermos a equagao funcional de L(s, x), podemos considerar
Oz, x) =Y _ x(n)e™ ™.
neZ

No entanto, note que se x(—1) = —1, isso é simplesmente 1. Para lidar com x tal que x(—1) = —1,

temos que considerar

0(z,x) = Z Y(n)nyze ™,

nez
Vamos ver que

0 () = T00Vaa ) o () = irCovade ).

Uma vez que se tenha isso, 0 mesmo argumento prova a equagao funcional para L(s, x).

9.3. Transformada de Fourier e propriedades das fungoes theta. As formulas das fungoes
f vao ser todas casos particulares da férmula de soma de Poisson, que envolve transformadas de

Fourier.

Definicao 9.10. Seja f: R — C uma fungao absolutamente integravel. Sua transformada de

Fourier é

f(6) = /R f(@)e 2w da.

Proposigao 9.11. Seja g: R — C absolutamente integrdvel.

(a) Se f(z) = g(\x), entio f(£) = A\"'g(A1¢).

(b) Se f(x) = g(z + N), entio f(&) = e2™A¢5(¢).

(¢) Se f(x) = e*™g(x), entio f(€) = §(§ — ).

(d) Se g’ também é absolutamente integrdvel, entdo ¢'(&) = 2mil§(€).
F&) =) ©).

(e) Se f(x) =2mixg(x) também é absolutamente integrdvel, entdo

Exemplo 9.12. Considere a Gaussiana f(z) = e ™ para A\ > 0. Se g(z) = e ™, entdo

)

f(z) = g(A\Y/2z), portanto f(f) = A"1/25(A\1/2¢). Vamos provar que §(¢) = e*’T&Q, e entdo que

Fe) = L —me/A
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Para calcular §(£), note que

g'(x) = —2mag(x) = 2migj(&) = —i(9)'(€)

portanto
(9)'(€) = —2m€4(E)

e entdo §(§) = ce= para uma constante

_ 2
c=/e” dz,
R

que pode-se calcular que é 1.

Teorema 9.13 (Formula da soma de Poisson). Seja f: R — C uma fungao Schwartﬂ. Entao

temoﬂ
S fm)=>"fn).

nez nez

Demonstragdo. Considere F(x) = > _, f(z + n). Isso é periodica, e entdo pela expansdo em

Fourier, temos F(z) = Y. _, c,e*™"* Mas dai

nez

1 1
Cn :/0 F(z)e ™% dp = Z /0 flz+m)e 2™ dg = /Rf(m)efz’”'m" dzr = f(n)

mEeEZ

E portanto

S i) =FO) =Y =3 f(n). =

neZ nez nez

Agora considere 0(x) = >, e~™"% Tomando f(y) = e~™® a formula de Poisson nos da

que

)= f(n) =D fln) =272 e ™o = 4=1/2(1 /).

nez neZ neZ
Se x(—1) = 1, considere O(x,x) = Znezx(n)e*“"% = Zivz_ol x(a) Zneze*“("l\”“)zm. Se

faly) = e*“(yN“l)%, temos f,(y) = g(yN + a) para a Gaussiana g(y) = e*’”’?””7 e entao

fa(g) = .

N627Tia£/Ng(€/N) — foewria{/Nefﬂg?/(N?m).
X

2"Essa ¢ uma certa classe de fungoes que é preservada pela transformada de Fourier. Basicamente, f é suave e todas
as suas derivadas decrescem rapido.
28De maneira mais geral, se f: R" — C é Schwartz e A C R™ & um lattice, entéo
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Portanto a féormula de Poisson nos da que

N-1 N-1 ) p-1/2 No1 , s
00 = X000 3 1l = 30 utr) = S 5 (@) 3 e
a=0 nez a=0 nez nez
— N Z —mn?/(N?%x) Z 2m’an/N~
nez
Agora note que se (n,N) =1,

N-1 ] N-1 ]
> x(@em N = x(n) 7Y x(@)e”™ N = x T ()T ()
a=0 a=0

Se (n,N) # 1, é facil ver que essa soma é 0 pois y é primitivo. Portanto

_ ) R S
Se x(—1) = —1, considere O(z, x) = 3., x(n)ny/Te ™ = Zfl\:ol x(a) Znez(nNﬁ—a)\/fe_”("N*‘“)zm.
Se fa(y) = (yN + a)y/ze "N+ temos f,(y) = VTg(yN + a) para g(y) = ye™™'*, e entéio

fa(§) = \F%”“f/NA(g/N) 5 (2miag/N —my? /(N?z)

e portanto pela féormula da soma de Poisson,

N-1 N-1
é(va) — Z Zfa — Z Zfa _ 27rian/Ne—7Tn2/(N2w)
a=0 neZ a=0 nez a=0 nez
_ N2 Zneffrn /(N%z) Z 27Tian/N.
nez

Da mesma forma que antes, concluimos que

O(z, x) = Zi}%é (N2x7x‘1> :

9.4. Um pouco de filosofia. Vou focar em 3 jeitos de conseguir fun¢oes L. K denota um corpo

numérico e p um ideal primo com Ok /p ~ F

(1) Representacoes Galois: dado L/ K uma extensao de corpos numéricos Galoise p: Gal (L/K) —
GL(V) onde V & um espaco vetorial sobre C (ou outros corpos...), defina L,(s,p) =

det(1 — Frob,q—%|V»). Dai L(s, p) = [T, Lo (s, p).



TOPICOS EM TEORIA DOS NUMEROS 71

(2) Geometria: dado uma variedade algébrica X sobre K (com certas boas propriedades) e

Nym q_sm> onde

m

primos tal que X “moédulo” p seja “bom”, defina ¢, (s, X) = exp (— Yot
Ngm € a quantidade de solugdes em Fym. Dai ((s, X/K) =[], (s, X).
(3) Formas automorficas: esse serd um assunto futuro, mas o exemplo mais basico sdo os

caracteres de Dirichlet x, que nos dao L(s, x).
Exemplo 9.14. Considerando L = K e a representacao trivial, isso nos da (i (s).

Exemplo 9.15. Seja X = A* o k-espaco. Entdo a quantidade de pontos sobre F, é simplesmente

¢*. Dai (y(s,AF) = exp(d,,51 g™ =5 /m) = (1 — ¢*=*)~L. Portanto ((s,A*/K) = (x(s — k).

Exemplo 9.16. Seja X = PF o k-espaco projetivo. Dai a quantidade de pontos sobre F, é

("1 —1)/(g—1)=1+q+---+ ¢*, e portanto
C(s,PF/K) = C(s, A%/ K)C(5, ATV IC) -+ (s, A% ) = Cre(8)Cae (5 = 1) -+ Cre(s — )
correspondendo ao fato que P¥ = A* LU A* 1 U ... L AL

Exemplo 9.17. Seja E/K uma curva eliptica. Pode-se provar que se p é “bom”, E(F,») satisfaz
uma recursao linear de grau 2, e que

(1-—g )1 -g*)
(1—aqq— +q'~2)

Cp(s, B/K) =
onde a, = ¢+ 1 — |E(F,)|. Portanto, a menos de finitos fatores,

 L(s E/K)
s BIR) = o (s + )

onde

L(s, B/K) = [[(1 —aqq* +¢" 7).
P

Existem diversas relagoes (conjecturais) entre os 3 tipos. As (x(s) forem inicialmente definidas
no lado Galois, e se L/K ¢é abeliano vimos como representagoes de Gal (L/K) aparecem natural-
mente, mas se L = Q[(n] e K = Q, relacionamos tais representa¢oes com caracteres de Dirichlet

(automorfico). Foi pelo lado automorfico que provamos a equagao funcional.

Teorema 9.18 (Kronecker—Weber). Toda extensao abeliana de Q estd dentro de um corpo cicloté-

mico.
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Esse teorema diz que representagoes 1-dimensionais de Gal (K/Q) sao correspondentes a ca-
racteres de Dirichlet. A teoria dos corpos de classe associa a toda representagao 1-dimensional
de Gal (L/K) um caracter de Hecke, fazendo mais uma ponte entre o lado Galois e automorfico.

Hecke entao generalizou os argumentos de hoje:

Teorema 9.19 (Teoria dos corpos de classe, Hecke). Se x: Gal (L/K) — C* € uma representa¢do

1-dimensional, entao Cx(s,x) satisfaz uma equagao funcional.

Em geral, nao se sabe que fungoes L do lado Galois extendem meromorficamente, e a esperanga
que se possa relacioné-las com o lado automérfico é parte das conjecturas de Langlands.

Também se espera um vinculo entre o lado geométrico e Galois. A relagdo no sentido direto é
dado pela teoria de cohomologia étale, e no lado reverso é conjectural. Como um exemplo, uma
curva eliptica nos da4 uma certa representagao 2-dimensional, e se K = Q, Wiles e seus seguidores
provaram que tal representagao é relacionada com o lado automérfico-via formas modulares (iremos
estudar um pouco sobre elas!). Novamente, é o lado automorfico que nos deixa provar extensao
anaitica, e portanto é gragas a esse trabalho que sabemos que: se E/Q é uma curva eliptica, entao

L(s, E/Q) extende holomorficamente para o plano complexa.
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EXERCICIOS
(1) Prove que [; e dp =1
(2) Prove que I'(1/2) = \/ﬂﬂ
(3) Use a formula T'(s)((s) = OOO % dx para ver diretamente que ((s) extende meromorfi-

camente: a integral de 1 a oo é holomorfica no plano inteiro, e

1 s—1
T B
de=S"__Pm
/Oez—l . ngom!(s—ﬁ—m—l)

T =2 m>0 %zm. Para ver que isso converge, note que z/(e* — 1) é holomérfico

onde

z
Py
para |z| < 27, portanto limsup,, . |Bm/m!|'/™ = 1/(27) < 1. Note que os polos dessa
expressdo sdo cancelados pelo fator de I'(s) exceto para s = 1.

(4) Use a expressao do item anterior para provar que se n € Z>q, entao

¢(=n) = (=1)"n!- lim ((s +n)/01 v dm) _ (_l)anH.

s——n et —1 n+1

Temos By = 1 e By = 1/2. Prove que z/(e*—1)—1—2/2 ¢ impar, e portanto que Ba, 41 =0
se n > 1. Conclua que ((—2n) = 0 para n > 1, e use a equagdo funcional para provar que

se n > 1, entao

n+1 (277)271
2(2n)! 2"

¢(2n) = (-1)

Isso prova que ¢(2) = 72/6 pois By = 1/6.
(5) Siga o mesmo argumento da prova da equacdo funcional de ((s) para provar as equagoes
funcionais de L(s, x).

(6) Repita o procedimento acima para provar a equacao funcional de (x(s) para K = Q[i].

29Eleve ao quadrado e use coordenadas polares, lembrando que dz dy = R dR d6.

30Troque varidveis t = mu? e use o problema anterior.
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10. AuLA 10

10.1. Motivagao. Lembre-se que a funcao theta é dada por
9(,@) _ Z e—ﬂnzx
nez

para x > 0. Na verdade, # é uma fungdo holomorfica para Re(z) > 0. Podemos observar que

O(x + 2i) = 0(x), e provamos com a formula da soma de Poisson que
0(1/z) = z'/260(x).

Provamos isso para x > 0, mas por extensao analitica isso tem que valer para Re(z) > 0 para um

certo branch de z'/2. Note que se z = o + it, entdo

1 o ot

R FTE,

e portanto também Re(x) > 0.
Por conveniéncia, vamos fazer a troca de variaveis z = iz, e entdo se H = {z € C: Im(z) > 0},

temos: 6y: H — C holomorfica tal que:
(1) 6o(z+2) = 0o(2),
(2) Oo(=1/2) = j(2)b0(2)
onde j(z) = (z/i)Y/2.
Note que 8(z,x) e é(x,x) satisfazem o mesmo tipo de equagdes, com j(z) variando por uma
constante.
Formas modulares serao basicamente definidas como fung¢oes holomorficas f: H — C que trans-

formam de maneira parecida ao acima.

10.2. Formas modulares para SL;(Z). Como vimos acima, tanto z — z+ 1 e z — —1/z

preservam H e sao holomérficos.

Proposigao 10.1. O seguinte é um automorfismo holomdrfico de H

az+b
}_>
cz+d

para a,b,c,d € R com ad — bc # 0. Além disso, temos um mapa de grupos GLa(R) — Aut(H) com

kernel dado pelas matrizes diagonais. Pode-se provar que esse mapa € sobrejetor.
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Demonstracdo. E facil ver que compondo z + rz + s para r,s € R e z = —1/2, pode-se obter

qualquer mapa acima, portanto sao holomorficos e sao automorfismos de H. O

Portanto temos uma acdo de GL2(R) em H.
Agora note que z — z+ 1 e z = —1/z geram o subgrupo PSLs(Z) = SLo(Z)/{£I}, e isso

motiva a seguinte definigao

Definicao 10.2. Uma quase-fun¢ao modular de peso k € 7 é uma fungao holomorfica f: H — C

a b
tal que se vy = € SLy(Z), entédo
c d

FOr(2)) = (ez + D) f(2).

Se k & par, isso é equivalente a ter f(z + 1) = f(2) e f(—=1/z) = 2 f(z), pois as matrizes T =

11 0 -1
eS= geram SLo(Z)/{£I}.

0 1 1 0

Nota 10.3. Note que as funcoes theta seriam exemplos com k& = 1/2 (e com z — z + 2) mas
como tirar raiz requer uma escolha, podemos definir o fator de automorfismo por 0(y(z))/0(z) se

quisermos definir fun¢ées modulares com k € % + Z.
Nota 10.4. Note que k tem que ser par, pois v = —1 € SLy(Z).

Se f é uma quase-fungdo modular, entdo f(z + 1) = f(z) significa que podemos considerar a
expansao Fourier de f: se z = x + 1y, entao
f(z2) =" cnly)e®™
ne”Z
onde
1 .
en(y) = / fla +iy)e ™" da.

0

Entao

141y )

@™ = [ pe ds
1y

e como f(z)e 2™ ¢ holomérfica e periddica por z + z + 1, podemos ver, integrando sobre um

retangulo, que o lado direito é constante. Portanto:
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Proposicao 10.5. Se f: H — C € holomorfica e f(z+ 1) = f(z), entdo existem a,(f) € C tal
que

1) = 3 an(f)emine.

ne”Z

Denotamos q = €*™* e entio f(z) =, ez an(f)q"™

Podemos pensar nisso como a expansao de Taylor de f no “ponto” co: ¢ é a cordenada desse
ponto, pois se Im(z) é grande, ¢ é pequeno.
Definigcao 10.6. Uma fungao quase-modular f: H — C é uma

(1) fungdo modular se f é meromorfica em oo, isso é, a,(f) = 0 para n suficientemente
pequeno,
(2) forma modular se f & holomérfica em oo, isso ¢é, a,(f) = 0 para n < 0,
(3) forma de cispide se f & holomorfica e igual a 0 em oo, isso é, a,,(f) = 0 para n < 0.
As duas ultimas condigoes sao equivalentes a:
(2) f(z) é limitada quando Im(z) — oo,

(3) f(2) tende a 0 quando Im(z) — oo.

Definicao 10.7. Seja f: H — C uma forma modular. Sua funcao L é dada por

L=y @)

No entanto, note que nao sabemos nada de convergéncia dessa série. Vamos ver depois em que

regiao isso converge.

Note que, pelo menos formalmente,

Als, ) = M{f(iz)=ao(f)}(s) = / (i) —ao( e e = 3 / " an(f)e B 1 o = (2m) T (s)L(s, )

n>1

Entao se ag(f) = 0, formalmente temos que A(s, f) = A(k — s, f) se L(s, f) e L(k — s, f) ambas

fazem sentido. Vamos discutir como analisar tais questoes de convergéncia depois.

Definicao 10.8. Note que formas modulares de peso k formam um espaco vetorial sobre C.

Denotamos M), e Sy os espagos vetoriais de formas modulares e formas de cispide de peso k.

Também podemos pensar na regido fundamental D da agado de SLy(Z) em H: ela é dada por

D ={zecH:re(z) € [-1/2,1/2], || > 1}.
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Entao podemos pensar numa funcao modular como uma func¢ao holomoérfica em D, que satisfaz

certas compatibilidades na borda de D.

10.3. Formas modulares para I'. Em geral, se I' C SLy(Z), tem um indice finito, podemos
tentar considerar formas modulares que transformam por T'.

Se 1, ..., sao representantes de I'\SLo(Z) (ou seja, SLa(Z) = | |i_; I'y;) a regiao fundamental
DrdeT é

Dr = U Yi(D).

Como (aoco + b)/(boo + d) = b/d € Q, a regido Dr pode conter outros cuspides em Q. Para definir

formas modulares, queremos que a fungao seja holomorfica em todos os cuspides.

Definigcao 10.9. Uma fungao holomorfica f: H — C que satisfaz

f(v(2)) = (cz +d)¥ f(z), paratodoy el
¢ uma

(1) forma modular de peso k se também para todo v € SLy(Z), temos que (cz + d) % f(7(2))
é limitada quando Im(z) — oo,
(2) forma de cispide de peso k se para todo v € SLa(Z), temos que (cz+d)~* f(y(z)) converge

para 0 quando Im(z) — oo.

Denotamos M (T") e Si(T") os dois espagos.

Note que se I'1 C T'g, entdo My (I'1) D M ('), ou seja, quanto menor o grupo I', mais formas

temos.

10.4. Exemplos. Até agora, os tnicos exemplos que temos é a fungao 0 e as fungdes constantes
se k = 0. Vamos construir alguns exemplos.
Considere novamente a fy(z). Lembre-se que 0p(—1/2) = (2/i)*/?6y(2) para alguma raiz qua-

drada. Podemos tirar essa ambiguidade elevando & quarta poténcia

Oo(—1/2)* = —2%00(2)*.
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Note que 0y nio é periddica em z +— z+1, mas é para z — z+2. O que acontece é que (6p)* é uma

forma modular para I'(2) := ker(SLa(Z) — SL2(F2)), ou seja, v com 2 | b,c. I'(2) é gerado por

1 2 1 0
0 1 2 1

(isso nao é verdade para outros N!) e note que a segunda matriz é —ST 2S5, e portanto os dois

sinais de —1 acima cancelam. Portanto
(60)* € My(T(2)).

Se maneira parecida, podemos conseguir formas modulares de 6(z,x). Se 0, (ix) = 0(z, x),
pode-se provar que (0, 05)? € M>(I'(4N?)), mas isso é mais diffcil.
Outra classe de exemplos sdo dadas por séries de Eisenstein: Para k > 4 par (isso é necessario

para haver convergéncia absoluta), considere
1
B)= Y
(a,b)€Z2—0 (az +b)
Claramente Ey(z + 1) = Ex(z), e
B-ln- Y — Y : “E(2)
kAT = Catbak 7 —arpk  ° LEZ)
(a,b)eZ?—0 ( @+ bZ) (a,b)eZ2—0 ( @+ bz)

Portanto Fj(z) € My (SLa(Z)) desde que seja holomérfica no co. Vamos calcular a série de Fourier

de Ej e confirmar que isso é verdade:

Proposigao 10.10. Seja k > 4 par. A expansdo de Fourier de Ey(z) é dada por

Z Uk—l(n)qn

2mi)F
Ey(z) =2¢(k) + 2 Ec— )1)|

(
onde o;(n) = Zd|n d'. Em particular, Ex(z) € My(SLa(Z)). Usando que se k > 2 € par entdo
C(k) = —(2mi)* By, /2k!, temos
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Demonstragio. Primeiro vamos calcular Y, _;(n+2)~* para Im(z) > 0 usando a férmula de soma

de Poisson. Para isso, seja f(z) = (x + z)~*. Temos

fe) = /(x + z)kem2mi28 gy,
R
A funcgdo g(s) = (s + 2)"Fe~2™*¢ tem solmente um polo em s = —z e
1 o2 9 9 —2misé)"
g(S _ Z) — Sk rrzzf TisE __ —e Tiz€ Z
n>1

. ce\k—1

e portanto res_,g = 627‘—”6%.
Podemos trocar a integral por uma integral de contorno: Se yr é o semi-circulo acima da reta

real de raio R no sentido anti-horario, temos

fe) = Jim [ g(s) ds.

R—o0

Temos |g(s)| = |s + 2| Fe2>™ ()¢, Se R ¢ suficientemente grande, |s 4 k| > R/2, portanto |g(s)| <

(R/2)"Fe™m()¢ Qe ¢ < 0, temos e2™™(*)¢ < 1 para s € g, e portanto

[y o) ds

Logo f (&) = 0 se £ < 0. De maneira parecida, podemos trocar a integral para o semicirculo acima

< (R/2) 7R = %Rl‘k 0.

da reta, e obtemos que se £ > 0,

2miz€

f(&) = —2mi-res_.g = (—QWi)kgk_lﬁ.

Portanto, pela formula de soma de Poisson, se Im(z) > 0,

1 ﬂ"LZn
Z(n—i—z) N k: 'an12

nez n>0

Portanto, usando que k é par,

722 +QZZ az-|—b 72<~ +22 _1 Z k—1 27mazn

b>0 a>0 bEZ

_ 2 2m ,Z e2mims 3™ pk=1 — ¢ (1) +2 (2mi)* ,Zo—k 1(n)q™. O

m>0 n|m
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De fato, a formula acima ainda vale para k = 2, mas dai a ordem da soma é impotante, pois a

seguinte expressao nao ¢ absolutamente convergente:

Ba(e)i= 3 g + 2. e b
b;éO a#0 beZ
No entanto, temos

B19=Y 5+ Y i D 3) preet SR AR

b£0 a#0 beZ b0 ez

Note que E5(z) e Es(z) sdo diferentes, pois a soma nao é absolutamente convergente. De fato,
pode-se provar que Fy(z)— Fa(z) = 21 Pode-se deduzir isso da equagao funcional da ¢ (exercicio).
Agora note que

E;(z) := E2(z/2) —4E(22)

é um elemento de M, (T'(2)) pois E3(—1/2) = —22E3(z).

Proxima aula usaremos anélise complexa para provar que os espagos My tem dimensao finita
sobre C, e vamos calcular exatamente sua dimensao.

Por exemplo, veremos que Sg = 0, e portanto E7 e Eg tem que ser proporcionais, isso é, existe

c tal que
2

B B
—S Y wet | =e [ —10 + Yo

n>1 n>1

Como By = By = —1/30, temos ¢ = —16B%/(82Bs) = 1/120, e entdo

72B
c-o7(n) = Lo +203 os3(n — k),

portanto

or7(n) = o3(n —&—1202@, Yos(n — k).
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Também veremos que My = C, e como (0y)*/E; € My, (precisamos saber que 6y e Ej tem os

mesmos zeros para saber que isso ¢ holomérfico), temos (fy)* = cEj. Note que

3B,

E3(2) = Ea(2/2) — 4E(22) = 2(2mi)? S D o1 (n)(e2TE/2 — detmin)

n>1

= 872

+ Z o1 (n)em'nz _ Z 404 (n/4)e7rinz

n>1 4|n

| =

=7 |1+8 Z o (n)emin?

n>1

onde 0 (n) = 3 4y, d. Portanto, existem 8c](n) maneiras de escrever n como a soma de 4 qua-

drados.
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EXERCICIOS

(1) (a) Considere Fy(z) = 72/3—8n> > n>101(n)g" como no texto. Seja f(z) = Ey(2)—m2/3,

e prove que se Re(s) > 3E
MA{f}(s) =2m(1 —s)A(s)A(s —1).

(b) Conclue da equagdo funcional da ¢ que M{f}(s) é meromorfica para s € C, e que
MA{f}(2—s)=—M{f}(s). Ache os polos de M{f}(s) e calcule seus residuos.
(¢) A formula de inversdo de Mellin para x > 0

72 1

Byiz) =3 =55

c+oo
M{f}(s)x™% ds

o0

é valida desde que a expressao de M{f}(s) seja convergente para Re(s) > ¢, portanto
para ¢ > 3 no nosso caso.
Use a féormula de residuos para mudar o contorno da integral e provar que

2 21 72 1 2400

Eliz) - = =0 T, & M —sq
2 (ix) 3 v 32 + omi )y {f}(s)x §

(d) Use a equagdo funcional de M{f}(s) para obter que se z > 0,

Ey(ifx) _ 2m

b

2 oz
e conclua que Fy(z) — Ey(z) = 2mi/z para todo Im(z) > 0.
(2) Seja f € My. Prove que f(w) = w*f(w), e conclua que f(w) = 0 se 3 { k. Prove também

que f(i) = i* f(i), e portanto conclua que f(i) =0 se 4 { k.

31Use a formula da duplicagio I'(s)I'(s + 1/2) = 21725 /7(2s).
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11. AuLA 11

Hoje vamos provar que M} tem dimensao finita sobre C, e vamos calcular tal dimensao.

11.1. Cota por cima. A ideia para isso é o seguinte: Vamos provar que se f € M} nao é zero,
entdo nao tem muitos zeros. Agora se tivermos fi,..., fn € My, podemos tentar escolher uma
combinacao linear que tenha varios zeros, mas pelo o que iremos provar, isso implicaria que a
combinacao linear é 0, e portanto que f; nao sao linearmente independentes.

Lembre-se que D é o dominio fundamental para a a¢ao de SLy(Z) em H, dado por
D = ({-1/2 < Re(z) <1/2} n{]z| > 1}) U ({~1/2 < Re(z) < 0} N {[z| = 1})
Teorema 11.1. Seja f € My. Entio

orde (f) + Ord;(f) n Ordg(f) + e[é“ }ordT(f) _F

Demonstragao. Isso segue de integrar f'/f na borda de D, retirando circulos de raio € em volta
de cada zero de f no caminho, e tomando ¢ — 0 (na parte de cima de D, corta em Im(z) = R e
também toma R — o0). Os polos de f'/f sdo os zeros de f com residuo igual a ordem do zero.
Para os pontos na borda, note que integrar uma fungao holomoérfica g em volta de zy com angulo
a e raio indo para zero resulta em o - res,,g. Todo ponto na borda exceto ¢ e w aparecem duas
vezes modulo SLy(Z) e com angulo 7, ¢ aparece uma vez com angulo 7 e w aparece duas vezes (w
e —w?) com angulo 7 /3.

Resta ver que a contribui¢do da integral na borda é k/12. A integral nas bordas Re(z) = £1/2
cancelam pois (f'/f)(z + 1) = (f'/f)(2). Resta a integral de e?™*/3 a ¢2™/6. Quebramos isso na

metade e usamos z — —1/z para levar um dos arcos no outro. Como

f'(1)z) _ kUG + 25 () k()

f-1/2) 2 F(2) EERDR

essa integral nos dé [;* k dz/z = (2mi)k/12 pois o arco tem tamanho 7/3 — 7/2 = 7 /6. O

Denote D = D U oo. Queremos escolher f € M}, com o menor > repord-(f). Pelo resultado

acima, isso é o mesmo que

12 2 3

ko,oordi(f) | 20rdu(f)
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Seja a = mingepg, —(oy ord;(f) e b = mingeps, g0y ordy(f). Podemos escolher fi, fo tal que
ord;(f1) = a e ordy(fz) = b. Entdo podemos tomar fy com ord;(fo) = a e ord,(fo) = b: se
f1 e fa nao funcionam, entao f; + fo funciona.

Agora que temos controle sobre a quantidade de zeros de formas modulares, vamos formalizar

como isso implica em controlar a dimensao de Mj,.
Proposicao 11.2. Temos dim¢ My, < [k/12] +1, e se k =2 mod 12, entdo dime My, < |k/12].

Demonstracao. Primeiro, note pelo teorema anterior que My = C. De fato, se f € My, entao
f(z) = f(i) € My, mas se qualquer elemento de My possui um zero, entdo é zero. Portanto
My =C.

Agora escolha fy € My, como acima. Considere f — f/fo. f/fo transforma como uma fungao
modular de peso 0, mas talvez nao seja holomorfica. Seja N(f) = > .5 ord,(f). Considere o mapa
f = f/fo— CNU=a=b onde para cada 7 ¢ {i,w}, coletamos os termos de z=°"4=(/)  >=1 na
expansio de Taylor, e para i, w coletamos os termos de z—odi(N)+a =1 ¢ p—ordu(f)+b -1

Isso nos da um mapa M), — CN()=2=b o o kernel é dado pelos f tal que flfoe My =C,e

portanto tem dimenséo 1. Ou seja, concluimos que dime My < 14 N(f) —a — b. Portanto

k a b
me M, <14 — 242
dime My <1495 -5-3

Agora note que se f € My
f@) = f(1)i) =" (i), e flw)=Ffl-w?=1)=f(-*) = f(~1/w) = " f(w),
e portanto a > 1se 4tk eb>1se31k. Isso da a desigualdade que queremos. O

11.2. Cota por baixo. Vamos provar que essa cota que provamos é a dimensdo correta pois

podemos construir a mesma quantidade de formas modulares com as séries de Eisenstein.
Lema 11.3. E; e Eg sao algébricamente independentes.

Demonstrag¢ao. Assuma que exista f € C[z,y] tal que f(Ey, Eg) = 0, e escolha f de grau minimo.
Escreva f = >".. fi onde f; é homogéneu de grau i, onde = tem grau 4 e y tem grau 6. Como

temos

F(B1, Ee)(v(2)) = ) _(cz +d)' f(Eu, Eo)(2)

i>0
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para todo v € SLy(Z), isso implica que temos que ter f; = 0 para todo i. Agora vamos provar que
2y | f, o que contradizeria a minimalidade de f. Isso segue de 0 = f(Ey4, Eg)(i) = f(E4, Eg)(w),
pois Ey(w) = Eg(i) = 0 e Eq(i) # 0, Eg(w) # 0 (podemos ver que tais zeros sdo os Gnicos zeros

pelo teorema acima). ]

Isso implica que E¢ES € My, com 4a + 6b = k sdo linearmente independentes. Podemos ver que

isso dé4 o mesmo nimero da cota anterior. Portanto:

Corolario 11.4. M, tem base dada por { E{ES: 4a + 6b = k}.

Outro jeito de vermos isso, ¢ considerandd®)
A = 8000E; — 147E2.

Os coeficientes sdo simplesmente para fazer A(oo) = 0. Esse ¢ o menor exemplo de forma de

cuspide, de peso 12. Pelo teorema, temos que oo é o tnico zero de A. Portanto, temos uma bijecao
A
Mpy—12 — Sk

Podemos computar que My = 0 e My, Mg, Mg, M1y sao 1-dimensionais gerados pelas séries de
Eisenstein pelo teorema, do mesmo jeito que provamos My = C. Como Ej(c0) # 0, temos My =
CE), @ Sy, para k > 4 par, e da bijecao cima, temos a mesma quantidade de formas modulares que

provamos na cota anteriormente.

32Veremos que formas modulares podem ser pensadas como fungbes em curvas elipticas, e essa normalizagdo é
escolhida de modo que A seja o discriminante da curva eliptica.
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EXERCICIOS

(1) Analise o dominio fundamental de I'(2) e use os mesmos métodos para provar que se
f e M(T'(2)), entdo > p5-ord,(f) =1+ k/2. Conclua que dime Mx(I'(2)) < 1+ k/2.
(2) Tome k = 2 no item anterior. Lembre-se que temos Ej, 03 € My(I'(2)), e lembre-se que

ambas satisfazem também a identidade

f(=1/2) = =2*f(2).

Prove que se f € My(I'(2)) satisfaz a equagao acima, entdo f(oco) =0 = f(0) = f(1) =
0, e conclua pelo item anterior que isso implica que f = 0. Conclua que a maneria de
escrever n como a soma de 4 quadrados ¢é igual a
8) d
4djn
(3) Seja A(z) = 3,5, 7(n)¢" a expansdo de Fourier de A. A fungdo 7 é chamada de fungao
7 de Ramanujan. Use que A, F1o, Eg € M5 para conseguir uma combinagao linear delas

que é 0, e use isso para concluir que

7(n) = o11(n) mod 691.
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12. AuLA 12

12.1. Fungao L de uma forma modular. A nossa motivagao inicial para considerar formas
modulares foi generalizar a prova da equagdo funcional de ¢. Vamos entao discutir com um pouco
mais de detalhe a fun¢do L associada a f € M.

Se f € My, entdo de f(z + 1) = f(2) e da holomorficidade em oo, temos a expansao de Fourier

f(2) =050 an(f)e*™*, onde

1
an(f) = 6_2””9/ flz+ z'y)e%i"‘” dz.
0

Lembre-se que definimos

Vamos ver que isso converge para alguns s:

Proposigdo 12.1. Se f € Sy, entdo an(f) = O(n*/?). Se f € My, entio a,(f) = O(n*~1).

Demonstragao. Seja k > 4 par. Como My = CEj @ S, basta provar que a,(Fx) = O(nk_l)

an(f) = O(n*/?) para f € Sj.
Temos a,(Ey)/n* " = op_1(n)/n 1 =3, d=*=1) < ¢(k —1), portanto a,(Ex) = O(nF=1).

e

Se f € Sk, entdo queremos usar que f(co) = 0 para cotar | f(z)|. Considere F(z) = f(2)|Tm(z)|*/2.
Isso é tal que |F(v(2))| = |F(z)]. Como f(co) = 0, temos que F(z) é limitada perto de co. Ou
seja, existem N, M > 0 tal que |F(z)| < M se Im(z) > N. Mas agora D N {Im(z) < N} é fechado

e limitado, portanto F' é limitada em D. Entao temos
1
an(H) < e [ (et igly™? de < Cy~H2e2m
0
para qualquer y, e tomando y = 1/n, temos a,,(f) = O(n*/?). -

Corolario 12.2. Se f € My, entdo L(s,f) = 3,5, an(f)/n® converge absolutamente para

Re(s) > k, e se f € Sk, converge absolutamente para Re(s) > 1+ k/2.
Lembre-se que temos A(s, f) := (2m)~*T'(s)L(s, f) = M{f—ao(f)}(s) := fooo(f(ix)—ao(f))x*l de.

Teorema 12.3. A(s, f) é meromdrfica para s € C, e satisfaz a equagdo funcional A(s, f) =

(—=1)*/2A(k — s, f). A ¢ holomdrfica exceto por polos simples em s =0 e s = k com residuos ag(f)

e (=1)""*2ao(f).
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Demonstracdo. Como f(i/z) = f(—1/iz) = (ix)*f(ix), se denotarmos fo(ix) = f(ix) — ao(f),

temos fo(i/x) = (iz)* fo(iz) + ao(f)((iz)* — 1), e entdo temos
M{fo}(s) = /0 foliz)z* " da + /100 foliz)z*~t dx
0

= ao(f) ((kl_)ks/Q + i) + Al folix) (335*1 + (_1)k/2xk7571> de.

:/ foliz)z*~t dx—i—/ (ix)kfo(ix)xl_sx_Q-|—a0(f)((_1)k/2xk—s—1_x_s_l) dx
0

E portanto a equagao funcional segue se soubermos que M{fy}(s) é meromorfica.

O segundo termo na expressao acima é holomorfico pois fo(ix) = O(e=2"/*) quando z — 0. O

Todas as fungdes L que encontramos anteriormente tinham um produto de Euler, como por
exemplo (x(s) = [[,(1—N(p)~*)~", ou L(s, x) = [],(1 = x(p)p~*) " ou para uma curva eliptica
B/Q, L(s, E/Q) = [T,(1 — app— +p=2%) L.

Entéo se queremos associar uma formas modular f a tais objetos (lembre-se que basicamente
fizemos isso com ((s) e L(s,x) com as fungdes ), entdo tem que ser verdade que L(s, f) também
satisfaz um produto de Euler. Em particular, tem que ser verdade que a,(f) é multiplicativo.

Vamos identificar uma classe de formas modulares, chamadas autoformas de Hecke.

Exemplo 12.4. As séries de Eisenstein serao exemplos de autoformas de Hecke: Seja Ej nor-
malizada de modo que a1(E)) = 1. Entao lembre-se que a,(E;) = oix_1(n), e note que isso é
multiplicativo! Além disso, temos

p(kfl)(nJrl) -1

n
Uk—l(pn) = Zp(kil)l = pkrfl -1 )
i=0

e portanto

or—1(p") 1 nhd-s) bkl msy PP —pFT) T — (1 —pe) !
Z = — 12:(29%1 )tk 1_p ):

ns o _ k _
n>0 p p n>0 D 1

=1 =-p") -
Note que
L(s,Er) =((s)C(s —k+1).

Exemplo 12.5. Outro exemplo de autoforma serd A(z). Ramanujan inicialmente definiu tal fun-

cao como A(z) = ¢q[],»,(1—¢™)** (vamos provar essa igualdade num exercicio) e conjecturou que
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seus coeficientes de Fourier 7(n) eram multiplicativos. Vamos provar que isso é verdade quando

provarmos que A(z) é uma autoforma.

12.2. Operadores de Hecke. Vamos criar certas operagoes em formas modulares que serdo a
chave para entender as autoformas.
Primeiro, vamos reinterpretar a condi¢io f(y(z)) = (cz + d)*f(z). Para isso, dado 7 € H,

podemos considerar o lattice A, = Z & Z7. Seja L o conjunto de lattices em C.
Proposigao 12.6. Temos uma bijecio

H/SLy(Z) < L/C*.
Note que o lado esquerdo é representado por D.

Demonstracao. Dado um lattice A, seja a € A um ponto nao-zero de menor tamanho. FEntao
considere A/« para podermos assumir que «w = 1. Agora se 7 é de modo que A = Z ® Z7, podemos
escolher 7 unicamente de modo que 7 € H e —1/2 < Re(7) < 1/2. Se |7] = 1, e Re(7) > 0, entdo

—A/7=Z®Z(—771), e note que Re(—7"1) < 0. O

Portanto se f é uma forma modular, queremos construir uma fungao F': £ — C. Isso sera de

tal modo que F'(A;) = f(7) para 7 € H. Mas entdo, temos
F(A_,—1) = f(=1/7) =" f(r) = TFF(A;).

Como A_, 1 =771A,, temos que F(TA) =77 FF(A) para A = A_, 1.

Junto com a proposi¢ao anterior, isso prova que:

Proposigao 12.7. Temos uma bijecio entre f: H — C satisfazendo f(v(z)) = (cz + d)kf(2) e
fungées F: L — C satisfazendo F(cA) = ¢ *F(A).

Agora podemos definir os operadores de Hecke.

Definicao 12.8. Sejan € Z>1 e F': L — C. O n-ésimo operador de Hecke é o operador T, definido

por

(LF) )= > F).

A CA: [A:N]=n

Pelas consideragoes anteriores, é facil ver que T, induz um mapa T,,: My — M.
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Proposicao 12.9. Se (n,m) =1, temos T,,T, = Tpym. Para F: L — C, seja (R,F)(A) = F(pA).

Entao temos Tynv2 = Tyn1 T, — pTpn Ry para n > 0.

Demonstragao. Para a primeira igualdade, note que se [A : A’] =~ nm, existe um tinico A’ C Ag C A
com [A : Ag] = m. Isso d4 uma bijec¢ao nos lattices envolvidos nos operadores T, Ty, € Ty,

Para a segunda férmula, considere A’ C A com [A : A’] = p"*2. Se A’ Z pA, existe um tnico
A C A C A tal que [A : Ag] = p, e portanto esses termos de Tj,n+2 s80 um subconjunto dos termos

de T,n41T)y. Se A’ C pA, existem p + 1 tais Ao, e portanto temos que subtrair pTj,n» R,,. (Il

Corolario 12.10. Os operadores T;, comutam para todo n € Z>.

Demonstragdo. Basta ver que R, e T, comutam para primos p, g, pois todo 7;, é um polindémio
nos R, e T,. Provamos acima que 7}, comutam entre si, e & simples ver que R, comutam entre si

e com os Tj. O

12.3. Operadores de Hecke na expansao de Fourier. Vamos calcular como T,, afeta a ex-
pansao de Fourier.

Para isso, vamos descrever exatamente quais sdo os lattices A’ C A com [A : A'] = n.

Proposigao 12.11. O conjunto de todos os lattices ' C A com [A: N'] =n é dado por ' = MA

onde M percorre as sequintes matrizes:

a b
rad=mn, a,d>0, 0<b<d
0 d
Demonstragdo. Isso é o mesmo que encontrar as matrizes M tal que [Z? : MZ?] = n moédulo

a b
multiplica¢ao pela esquerda por SLy(Z). Note que dado € Msyxs(Z), e se l = (a,c),

c d

temos
« 153 a b x ok
—c/l afl c d 0 =

onde podemos escolher «, 5 de modo que a primeira matrix esteja em SLo(Z). Entdo queremos

encontrar

a b
M= c 72 IMZ? ~ 7./nZ
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modulo multiplicagido por SLa(Z) na esquerda. Como o determinante de M é n, temos que ter

ad = n. Agora note que

1 1 a b a b+1d
0 1 0 d 0 d

e portanto podemos tomar 0 < b+ Ild < d. Trocando M por —M, também podemos assumir

a,d > 0.
a b a v . . .
Agora resta ver que se M = e M' = estao no conjunto mencionado e
0 d 0 d

sdo distintos, entdao MZ? = M'Z? implica M = M'. Ou seja, queremos ver que se o € SLy(Z) e

oM = M’, entdo o = 1. Mas temos

c=MM1==

N
o
o
S

e dain|d'd,ad, e como ad = a’d = n, isso implica a = a’,d =d'. Mas dai n | a(} —b) = d |

b — b, e portanto b =b’. |

Corolario 12.12. Se f € M, tem expansdio de Fourier )y, ., anq", entdo
(T f 1 qu Z d nm/dQ'
n>0 d|(n,m)

Em particular, T,, mantém formas de cuspide.

Demonstracao. Se F': L — C corresponde a f, pela proposicao acima, temos
ZZF( —z+b @dZ) ZZd Ef((mz + bd)/d?).
dlm b=0 dlm b=0

Portanto

Z Z d- k Z an e27mn(mz+bd)/d2

n>0d|lm
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Note que se d { n, entéo Z 1 2rin(mz+bd)/d* — (0 Ge | n, isso é d - e27"™/@* Portanto

Z d=F Z Z an 6271'171 (mz+bd)/d*> _ Z d- Z Z a d627rzn (mz+bd)/d

dlm dln b=0 n>0 b=0
— § dl—k § and627mnmz/d _ ml—k § :dk—l § anm/de%rzndz
dlm n>0 dlm n>0

— ml—k Z qn Z dk_lanm/d2 0

n>0 d|(n,m)
Agora denote T'(m) := R,,-1T,,/m, de modo que se f € My, entao
T(m)f:mk_lef: an Z dk_lanm/d2-
n>0 d|(n,m)
Portanto,

T(m)f =og—1(n)ag+ amq+--- .

12.4. Autoformas de Hecke.

Definicao 12.13. Dizemos que f € My é uma autoforma de Hecke se f é um autovetor de todos

os T'(n). Isso é, se existem A, € C tal que T'(n)f = A, f.

Proposigao 12.14. Seja f € My, uma autoforma. Entdo a; =0 <= f € constante, e se f # 0,

entio A\, = an/ay. Além disso, se f & Sk, entao f = cEy para ¢ € C ou f € constante.

Demonstracao. Pelo célculo acima, temos que a,, = Aa1, € portanto se a; = 0, temos a,, = 0 para
todo n > 1, e portanto f é uma constante, o que ndo é possivel se k # 0 a nao ser que f = 0.
Agora se a; # 0, a observacdo acima diz que A\, = a,/a;.
Se f & Sk, isso significa que ag # 0. Pelo célculo acima, temos que A, = ok—1(n), e portanto
que a, = og—1(n)ay, e portanto f = C + a1 Ey para uma constante C, e portanto f = a; Ey ou f

é constante. O

Corolario 12.15. Se f € My, € uma autoforma normalizada com a1 = 1, entdo a,, é multiplicativo,

€ Apnt2 = Qppnt1 — pkilapn. Em particular, temos

Lis, ) = ] = app + p*~1p72) 71,

p
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Demonstra¢ao. Pela normalizagao, temos a,, = \,, e agora as relacoes seguem das relagoes de T,.

Por exemplo:
agniaf =TP"?)(f) = p(”+2)(k_1)Tpn,+z(f) — p(n+2)(k—1)Tprn+l (f) — p(n+1)(k—1)Tpn (f)
=T()TE")f ="' TW") f = (apapner — " apn) f.

A fatoracao de L(s, f) segue formalmente dessas relagoes. O

O que iremos provar na aula seguinte é que de fato, S tem uma base dada por autoformas!
Portanto teremos exatamente dimg¢ Sy autoformas normalizadas, que formam uma base canoénica
para Sj.

No entanto, ja podemos provar que A é uma autoforma, provando a conjectura de Ramanujan.

Exemplo 12.16. Nos provamos anteriormente que Si2 = C - A. Mas vimos também que T'(n)

mantém Sy, e portanto A é uma autoforma. Em particular, 7(n) é multiplicativo!
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EXERCICIOS

(1) Seja E5 a série de Eisenstein proibida. Lembre-se que F5 ndo é uma forma modular, mas

1
2me

provamos num exercicio anterior que Fo(—1/z) = 22(5= + E2(z)). Considere o operador

0= %% = quq, ou seja, que leva f(z2) = ano ang™ em (0f)(z) = ano nanq".
Considere § := 4720 — kE5. Prove que se f € My, entdao 0f € My 0.

(2) Use o item anterior com f = A para provar que A(z) = ¢[[,>,(1 - ).
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13. AuLA 13

13.1. Autoformas de Hecke. Primeiro vamos concluir a discussao da semana passada. Quere-
mos encontrar uma base para M} que consista em autoformas.

Introduzimos os operadores de Hecke T'(n): My, — My, e definimos autoformas para serem
os autovetores de todos os T'(n). Vimos que as autoformas sao tais que suas fung¢oes L tem um
produto de Euler.

Também vimos que Ej sao autoformas, e portanto precisamos encontrar uma base de Sy de
autoformas. Ou seja, queremos diagonalizar todos os operadores T'(n): Sy — Sk simultaneamente.

Usaremos o seguinte resultado de &lgebra linear:

Teorema 13.1. Seja V um espaco vetorial sobre C de dimensao finita com um produto interno
(-,): VXV — C. Suponha que S é um conjunto de operadores lineares f: V' — V normais (ou seja,
que (fv,v") = (v, fv')) e que comutam entre si. Entido V pode ser diagonalizado simultaneamente

para todos os operadores em S.

Demonstracao. Vamos provar isso por inducao em dim V. Se dim V' = 1, isso é trivial.

Se todos os operadores de S atuam como um escalar, também terminamos. Caso contrario,
existe f € S que nao é um escalar. Vamos provar depois que V = €, Vi pode ser diagonalizado
tal que fly, = A-id. Entdo se g € S e v € V), temos que f, g comutam, e portanto que Ag(v) =
g(Av) = g(f(v)) = f(g(v)), e portanto g(v) € V), ou seja, temos que g: VA — V). Portanto
podemos aplicar inducdo para cada um dos V) (que sdo menores que V pois f ndo é um escalar).

Ou seja, reduzimos o problema para o caso que S = {f}. Podemos encontrar um autovetor de

f, digamos vy de autovalor \. Considere V* := {v € V': (v,v9) = 0}. Note que

(f(v),v0) = (v, f(v0)) = A{v, o),

portanto v € V+ = f(v) € V*. Portanto f: V+ — V<, e por inducio temos que f pode ser

diagonalizado em V1. O

Portanto, para achar uma base de autoformas, precisamos somente encontrar um produto interno

em Sy, de tal forma que T'(n) sejam operadores normais. Isso é dado pelo seguinte:

Definigao 13.2. O produto escalar de Petersson em Sy é dado por

dz dy
Y
= [ S
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Isso é bem definido pois f, g decrescem exponencialmente em co. Os expoente de y sdo escolhidos

de modo a termos:

Lema 13.3. Seja v € GLa(R) com det(y) > 0. Denote v(z) = (y(x),v(y)). Entdo

dy(z) dy(y)  dxdy _ det(y)
swr - W T Y
Demonstragao. Temos (2) = “H4E0) — 49G) () = #. portanto
dy(z) dy(y) _ ()2 y? dedy | det(y) |*|ez+d* dzdy
7(y)? YY) y? (cz+d)?| det(y)? y?
de d
y

Portanto, o produto escalar é escolhido exatamente de modo que ele nao depende da escolha do

dominio fundamental D, pois se v € SLa(Z), também temos

1
lcz + d|?k Y

FO ()9 () v(w)* = (cz + d)*(cz + d)F f(2)g(2) = f(2)g(2)y"

Se F,G: L — C sao associadas a f, g, podemos pensar nesse produto interno como

/ F(A)G(A) det(A)* dA
L/Cx

pois temos det(Z @ Zz) = y.
Proposigao 13.4. T(n) sao operadores simétricos em respeito ao produto escalar de Petersson.

Demonstracao. Pela observacao acima, temos

(f,g9) = /L/CX F(A)G(A)(det A)* dA

e daf temos

(T(n)f,g) = nl_k/ G(A)(det A)F > F(A)dA =n'" k/ F(A)(det A'/n)F > G(A)dA'.
Ljex [A:A]=n L/jex [A:A]=n

Agora note que A’ C A tem indice n se e somente se nA C A’ tem indice n. Portanto podemos

re-escrever a quantidade acima como

nl_k/ F(A)(det A) G(A _de’:nl_k/ F(A)(det A) G(A) dN’
L/Cx ( Z L/Cx ( Z

[A:nA]= [A":A]=
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que é simplesmente

/ o PTG et )" AN = (1, Tl O

Corolario 13.5. Para todo k, o espago de formas modulares My, possui uwma base como espaco

vetorial dada por autoformas de Hecke.

Exemplo 13.6. Vamos tomar k = 24, o menor k tal que dim Si > 1 e calcular as autoformas. Nos

sabemos que M2 %) So4, € portanto podemos tomar EFA e A? como uma base de Sz4. Temos
A =q—24¢> +252¢° — 1472¢* + - - - |
E3 =1+ 720q + 179280¢° + 16954560¢° + 396974160¢* + - - -
e dai
A? = ¢® — 48¢° +1080¢" + - - -,
E3A = g+ 696¢% + 162252¢> + 12831808¢* + - - - .

Vamos considerar
S = E3A — 696A% = ¢ + 1956604 4 12080128¢* + - - - .
Agora lembrando que
(T(2)f)(2) = o-1(2)ao + azq + (2 'ar + as)g® + - -,
podemos computar
T(2)A% = ¢ +1080¢* + - - -,
T(2)S = 20468736¢> + - - - .
Portanto, com a base {S, A%}, o operador T(2) é dado por

0 1
20468736 1080

cujos autovalores sao

540 £ 12v/144169.
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Portanto as duas autoformas em So4 tem expansao de Fourier que comega por
q + (540 £ 12/144169)¢> + - - -

e portanto sao

S 4 (540 + 12V/144169) A% = E3A — (156 + 121/144169) A2,

Vocé pode ver mais sobre essa autoforma nesse link.

No exemplo acima, todas as autoformas de Sa4 sao conjugadas. De fato, isso é conjecturado de

maneira mais geral.

Conjectura 13.7. O polinémio caracteristico de T(p) em Sy € irredutivel. Em particular, todas

as autoformas de Sy sao conjugadas.

13.2. Curvas elipticas. Agora vamos tomar uma tangente para discutir um pouco sobre curvas

elipticas.

Definicao 13.8. Seja F' um corpo. Uma curva eliptica sobre F' é uma curva projetiva E suave

sobre F' de genus 1 junto com um dado ponto O € E(F).

E um fato que toda curva eliptica é isomorfica as solucoes de uma equacao nao degenerada f €
F[z,y, 2] de grau 3 no plano projetivo P(z : y : z). Além disso, se char(F') # 2,3, podemos tomar
ainda f(z,y, 2) = y?z — (2° — axz® + bz3). Nesse caso, desde que 4a® — 27b? # 0, a projetivizacao

3

de y? = 2® — ax + b é um curva eliptica, com O = (0: 1:0).

13.3. Fungoes duplamente periddicas. Vamos provar que curvas elipticas sobre C estao e
bijegao com lattices de C (e portanto com o dominio fundamental D).

Dado um lattice A, vamos formar C/A e vamos ver que isso é uma curva eliptica. Nesse
caso, as coordenadas z/z e y/z sdo fungdes de C/A, e portanto estamos interessados em fungoes

C/A — CU {o0}. Ou seja, vamos considerar fungdes meromorficas de C/A — C.

Proposigao 13.9. Seja f: C — C meromdrfica e A-periédica. Entdo se Dy denota um dominio

fundamental de A, temos

Z ord,(f) =0.

TEDA
Demonstrag¢ao. Como f é A-periodica, f’ também é. Portanto, integrando f'/f na borda de D

(possivelmente deslocando para evitar os po6los), temos o resultado. O
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Proposigao 13.10. Seja f: C — C meromdrfica e A-periddica. Se f tem no mdximo 1 pdlo

simples, entao f € constante.

Demonstra¢ao. Suponha primeiro que f é holomérica. Como f é A-periddica, temos que sup f =
supp, f, e como Dy ¢é limitada, segue que f é limitada. Mas f ¢ holomorfica, e portanto por
Liouville temos que f é constante.

Se f tivesse exatamente um polo simples em zg, escolha um dominio fundamental D’ em que
2o esteja no interior, note que 0 # 2mi - res,, f = fé)D’ f(2) dz, mas também podemos ver que essa

integral é 0 pela periodicidade de f. O

Ou seja, os zeros e polos de uma fungao A-periddica f basicamente determinam f. Vamos usar

isso para classificar todas as fungdes A-periddicas.

Definigao 13.11. Seja A C C um lattice. A func¢do p de Weierstrass é dada por
1 1 1
)= 5+ ((z)\)Q _)\2>'
AeA—{0,0}
Note que isso converge absolutamente em C — A, pois pelo teorema do valor intermediario

1 1

N2 A2

_ 2f7]
-

onde )\ estd entre A e A — z. Para algum R grande (que depende de z), temos |A| > R = |A\o| >

R/2, e isso é o suficiente para concluir a convergéncia.

Proposigao 13.12. p é A-periddica, par, e seus unicos polos sdo polos duplos em A. Além disso,

@' € N-periddica, impar, seus pdlos sio triplos em A e seus zeros sio simples em %A — A

Demonstragao. Pode-se provar a periodicidade rearranjando a soma e tomando cuidado com a

convergéncia, mas também podemos ver isso pela derivada:

, 1
@(Z)Z—QZW'

p' é claramente A-periodica, e portanto isso prova que existe um morfismo de grupos u: A — C
tal que p(z + A) = p(z) + u(A).
Mas p também é par, e dai p(A/2) = p(—A/2) + u(N) = p(A/2) + u(N), o que prova que v = 0

e portanto que p é A-periodica.
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Os polos de ¢’ sdo claros pela formula acima, e os zeros seguem de que se A € A — 2A, daf o &

holomoérfica em A/2 e p'(A/2) = —p/(=N/2) = —p'(A/2), portanto p'(A/2) = 0. O

Teorema 13.13. Seja f: C — C meromdrfica e A-periddica. Entao existem polinémios Py, Py, P3 €

Clx] tal que

Pip) +¢' - Polp)

f= Ps(p)

Demonstra¢ao. Sempre podemos escrever

f(2) = (f(z) +2f(—2)) L (f(z) —2f(—Z))

e entao podemos reduzir o problema para f par e f impar. Como g’ é impar, se f é impar podemos
considerar f/g'. Portanto reduzimos o problem para provar que se f é par e A-periodica, entdo f
¢ uma fungao racional em g.

Como f é par, podemos denotar por +aq,...,*a,, os zeros de f com multiplicidade, e por
+by,...,+b,, os polos de f com multiplicidade em Dj. Note que p(z) — p(a) tem zeros a, —a em
D com multiplicidade. Dai

m
11 p(z) — p(ai)
= 9(2) — o(bi)
possui exatamente os mesmos zeros e polos de f, e portanto f é tal expressao vezes uma constante.

O

Portanto p e o’ sao as fungoes A-periodica universais, com a tnica relagdo sendo o seguinte.

Teorema 13.14. Sejam e, ez, ez o0s trés valores de o em %A — A. FEles sao distintos dois a dois,

e temos

Demonstragao. Considere p(z) — e1. Isso s6 possui dois zeros modulo A. Um dos zeros esta em
%A — A, e como g é par, possui ordem 2, e portanto é o tnico possivel zero. Portanto e; sio
distintos.

Agora vemos que os dois lados da expressao possuem os mesmos zeros, e podemos determinar

a constante 4 comparando o residuo dos dois lados em z = 0. O



TOPICOS EM TEORIA DOS NUMEROS 101

13.4. Relagao com séries de Eisenstein. Lembre-se que dado Fy: H — C, também podemos
pensar como uma funcao de lattices Ey: £L — C, dada em A, :=Z & 7Z por
1 1
Bl = 2 G 2 W
(a,b)€Z2—{0,0} AeA.—{0,0}

e portanto, em geral,

Br(A) = > %

AeA—{0,0}

Proposigao 13.15. Temos a sequinte expansao de pp(z) em volta de z = 0:

1 o0
oa(z) = ks > (204 1) Eappa(A) 27"

n>1

Demonstragdo. Se |z| € menor que qualquer elemento ndo trivial de A, temos

m@=%t X (o) mmt X | Ser e

AeA—{0,0} AeA—{0,0} n>1
1 N 1 1 N
n>1 AeA—{0,0} n>1

Corolario 13.16. Temos (9')? = 49> — gop — g3 se g2 = 60Ey4 e g3 = 140F;.

Demonstracdo. Simplesmente compare coeficientes na com a expansao acima, de modo que a
diferenca seja holomorfica e tenha um zero na origem, de onde concluimos que tem que ser identi-

camente 0. O

13.5. Relagao com curvas elipticas. Dado um lattice A C C, vimos acima que temos uma

curva eliptica

En:y? =423 — go(AN)z — g3(A).

Proposigao 13.17. Temos uma bijecio C/A = Ex(C) dada por z — (p(2), ¢'(2)) (aqui, pensa-
mos que o 0 vai para o ponto do infinito (0:1:0) de Ex(C)).

Demonstrag¢do. Que o mapa ¢é injetor segue das consideragoes anteriores: p(z) = a tem somente
duas solugoes zg e —zp, e como '(z) é impar, s6 temos que tomar cuidado no caso que p'(2¢) = 0,
mas isso implica que zg = —z9 mod A.

Agora dado um ponto (x,y) € Ex(C), considere p(z) — . Isso é uma fungdo A-periddica e par, e
portanto tem que possuir dois zeros 4-zg. Portanto, tem que ser verdade que ©'(20)? = p'(—20)% =

y2. Daf ou ©'(29) =y ou p'(—z) = . =
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Portanto os pontos da curva eliptica estdo em bije¢do com C/A. O seguinte resultado é um

pouco mais dificil.

Teorema 13.18. Seja E uma curva eliptica sobre C. Entdo existe um lattice A C C tal que
E ~ Ep. Além disso, morfismos (algébricos) Ex — Ea/ estdo em bijegdo com mapas lineares

C/A — C/AN'. Em particular, temos Ep ~ Exr <= A = A\ para algum A € C*.

Ideias da demonstra¢do. Para uma curva eliptica sobre C, primeiro prova que podemos trans-
formar numa equacdo da forma y?> = 3 + az + b. Entdo definimos a invariante j dada por

J(E) = 1728@%. Entao prova-se que E ~ E’ sobre C se e somente se j(E) ~ j(E’).

Agora note que j(Ey) = 1728 92(&))3, e entdo se denotarmos j(A) = j(Ey), isso é uma fungao
modular de peso 3-4 — 12 = 0. Ela é modular em H, mas tem um pélo simples em co. Agora se

¢ € C, j(z) — c ainda é uma fungdo modular de peso 1, e portanto

ord;(§(z) —¢)  ord,(j(2) —¢) . 0 ) _
5 + 3 + TGD;LW} ord,(j(z) —¢) = T ordeo (j(2) —¢) =1,

ou seja, existe z € H tal que j(z) = c. Portanto se A = A, e j(2) = j(E), temos E ~ Ej. O

Isso quer dizer que o dominio fundamental D para SLy(Z) também esté em bijegdo com curvas
elipticas sobre C! Portanto formas modulares também podem ser pensados como certas fungoes

({curvas elipticas/C}/ ~) — C. O discriminante de uma curva eliptica é dado por
disc(Ey) = 16(g5 — 27)g2 = 2'9712A.

Isso prova (o que ja sabiamos!) que A(z) # 0 para todo z € H.
Entao se E é um curva eliptica, existe um lattice A com E(C) ~ C/A. Note que o lado direito
tem uma estrutura de grupo por adigao. Isso corresponde a estrutura de grupo em E(C) também,

por causa do seguinte lemma:

Lema 13.19. Se a,b € C, entao os trés pontos

sao colineares.
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Demonstragdao. Escolha o, 3,7 tal que ap(z) + ¢’ (2) + v = 0 tenha raizes a,b. Se § = 0, entao
temos somente duas raizes, e portanto a = —b. Dai —a — b = 0, e de fato os trés pontos sao
colineares.

Se 5 # 0, entdo a expressao tem um polo triplo em 0, e portanto tem exatamente trés raizes.
Basta provar que a terceira raiz é —a — b. Na verdade, podemos provar em geral que se f é A-
periodica, entdo Y ¢ 04 alord. f) -7 € A. Isso segue de integrar zf'(z)/(27if(2)) na borda de

um dominio fundamental. O
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EXERCICIOS
(1) Seja d = dimg Sk. Mostre como construir uma base fo, ..., fqg de My onde a,(f;) € Z para
1 sei=y,
todoien >0ea(f;) = para todo 0 < 4,5 < d. Essa base se chama
0 sei##j,
base de MillerP3

(2) Prove que todos os autovalores de T'(n) sdo inteiros algébricos reaiﬁ Conclua que se

f € Sk é uma autoforma normalizada, entdo a,(f) ¢ um inteiro algébrico real.

(3) Seja

f € Sk uma autoforma normalizada. Vamos provar que Qa;(f), ¢ > 1] é um corpo

numeérico.

(a)

Denote por Si(Z) C Sy o subgrupo de formas modulares com todos os coeficientes de
Fourier inteiros. Use a base de Miller para provar que Si(Z) tem uma Z-base dada
por fi,..., fa.

Considere os operadores de Hecke como operadores lineares em GL(Sy). Seja T o anel
gerado por todos os T'(n). Isso &, T := Z[T'(n), n > 1] C GL(Sk). Use a base de Miller
para ver que a acgao de T'(n) preserva Si(Z), e induz um mapa injetor de grupos
T — End(Sk(Z)).

Como grupos, temos Si(Z) ~ Z? e portanto End(Sk(Z)) ~ Z% . Prove que isso
implica que T ~ Z™ para algum nﬁ

Para T € T, temos T'f = Ay f para algum Ay € C. Conclua que se T1,...,T,, é uma
Z-base de T, entao Q[a,(f), n > 1] = Q[Ar,,..., Ar,,], € portanto que isso é um corpo

numérico Ky.

(4) Sejam z,y € C com p(z) # p(y). Entao temos A, B € C tal que p'(z) = Ap(z) + B tem

solugoes exatamente em x,y, —(x + y). Eleve isso ao quadrado e use a formula de (p)?

para transformar isso numa ctubica em p(2), e use a relacao de Vieta para provar que

o(x) + p(y) + pr +y) = i (W) '

Tome o limite y — x para provar que

ol2e) = 15 (AT =2 - ap(a)

33Use E4e A.

34Use a base dada pelo exercicio anterior. Se f é um autovetor de autovalor A, use que (T(n)f, ) =(f,T(n)f).
35Seja M C Z*, prove por inducdo em a que M ~ ZP para algum b: considere Z® — Z*~! que esquece a primeira
coordenada. Considere M C Z* — Z*~! e analize a imagem e o kernel.
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14. AULA 14

Dado um subgrupo I' C SLy(Z) de indice finito, descrevemos formas modulares My (T") de peso

k com relagao a I'. Na pratica, vamos considerar somente certos I'.

Definicao 14.1. Para N > 1, denote por I'(N) o kernel do mapa de redugdo modulo p dado por
SLo(Z) — SL2(Z/N7Z). Dizemos que I' C SLy(Z) é um subgrupo de congruéncia se I'(N) C T para

algum N.

Os principais exemplos sao

a b * %
[o(N) = = mod N
c d 0 x
a b 1 =
Ti(N) = = mod N
c d 0 1

Note que
I'(N) c T1(N) C To(N) C SLa(Z),

e que temos mapas sobrejetores

a b
I'y(N)—>Z/NZ, —b mod N,
c d
o« a b
I'o(N) —» (Z/NZ)”, — d mod N.
c d

com kernels T'(N) e T'y (N).

14.1. Expansao de Fourier. Anteriormente, para formas modulares f para SLo(Z), nos usamos

que f é invariante sobre z — z + 1 e holomorfica para concluir que f(z) = >, <, an(f)¢™ onde
g = e2miz. B

No entanto, se I' C SLy(Z) é um subgrupo e f € Mg(T), ndo é sempre que f é invariante
a z — z + 1. No entanto, se I' é um subgrupo de congruéncia I'(N) C I', entdo temos que f é

invariante por z — z+ N. Em geral, se f é invariante por z — z+w e se denotarmos ¢, := €27/

temos a expansao de Fourier em oo
n
f(2) =) angy.
n>0

Onde a soma é para n > 0 pela holomorficidade.
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Agora se temos outro cuspe ¢ € QU{co}, podemos encontrar v € SLa(Z) tal que ¢ = y(c0). Dali,
considere g(z) = (cz+d) "% f(v(z)). Isso é uma forma modular para y['y~!. Se I" ¢ de congruéncia,
I'(N) CT, entdo também I'(N) C ATy~ !, e portanto temos uma expansao de Fourier

9(2) = Y an(v, fdk-

n>0

Ly
Note que isso pode depender de «y, pois podemos tomar ' = + ~ para qualquer j € Z,

0 1

e dai temos an (7, f) = (£1)*a, (7, f)py onde puy = ¢™/N . Pensamos nisso como a expansio de

Fourier em 7(00).

Exemplo 14.2. Considere Ey y(2) := E2(z) — NE2(Nz). Pode-se provar que Eo y € Ma(Ig(N)).

Para N = 2, temos que I'g(2) tem dois cuspes 0, 0o. Temos a expansao
2
— n
Byo(2) = = 14+24> [ > d]q
n>1 \2td|n

em oo. Para obtermos a expansdo em 0, note que 0 = Soo, e portanto se g(z) = z72FE y(Sz),

temos

9(2) = Bo(z) = N\ By(2/N) = Fo(z) — N~ Bale/N) — 22 4 N‘lj/% = _NEp(2/N).

Portanto a expansao de Fourier de E 5 em 0 é
272 n
9(2)27 1+24Z Zd a5
n>1 \2{d|n

14.2. Dominio fundamental e lattices/curvas elipticas. Vimos que o dominio fundamental D
de SL2(Z) esta em bijegdo com £/C* e também com curvas elipticas sobre C médulo isomorfismo.
Podemos usar isso para dar uma descrigdo semelhante aos dominios fundamentais Dy (N) :=

DFl(N) e Do(N) = DFO(N)~

Teorema 14.3. Temos bijegcoes

Dy (N) «— {(E,P): E curva eliptica/C, P € E(C) de ordem N}/ ~,
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Do(N) «— {(E,C): E curva eliptica/C, C C E(C) subgrupo ciclico de ordem N}/ ~ .

Demonstragao. Para a primeira bijegao, se E = Ej_, entdo P = (¢ + d)/N + A, para ¢,d € Z,
e temos que ter ged(c,d, N) = 1 pois P tem ordem N. Entdo podemos escolher a,b € Z tal que

ad—bc =1 mod N e podemos trocar a,b, ¢, d moédulo N (sem trocar P) de modo que ad —bc = 1.

a b
Agora se v = , temos
c d

1
(CT + d)A,Y(T) =A,, (CT + d) <N + A,Y(T)> = P,
e portanto todo par (E, P), moédulo isomorfismos, é da forma
(E-, 1/N +A,).

Dois tais elementos sdo isomorfos se e somente se existe A € C* tal que AMA; = A e A(1/N+A;) =
(1/N + A./). A primeira condigdo é o mesmo que existir v € SLy(Z) tal que
At T

=7
A 1

portanto A = ¢’ +d e T = (7'), e a segunda condigao vira que

e’ +d 1
- xr AT/?
N nN°©

ou seja, que c =0 mod N ed=1 mod N, ou seja, que v € I'1(N).

Pode-se fazer um argumento parecido para I'o(N). O

Ou seja, da mesma forma que fizemos para My, podemos pensar em f € My (T'1(N)) como uma
fungio F: £1(N) — C onde £1(N) = {(E, P)}/ ~ e F satisfaz F(E.x,cP) = ¢ *F(E, P). Pode-se
dar uma descri¢do analoga para My (Io(N)) e também para My (I'(IN)), mas essa ultima é mais

técnica.

14.3. Operadores diamante. Vamos denotar My (N) := M (Tg(V)).
Agora vamos pensar na diferenca entre M, (I'g(IV)) e My (T'1(N)). Lembre-se que I'o(N) /T (N) ~
(Z/NZ)* onde v+ d.
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Definigao 14.4. Seja d’ € (Z/NZ)*. Para f € My(I'1(N)), o operador diamante é dado por

(d)f)(z) = (cz +d) " (7(2))

onde v € Ty(V) é tal que d =d mod N.

Note que isso é bem definido pois I'; (N) é normal em I'g(N), entao (d')f € Mp(A7'1(N)y~t) =
M (T'1(N)).

Em termos de curvas elipticas, temos
() F)(E, P) = F(E,dP).

Agora note que My (T'o(N)) é o subespaco de My (I'1(N)) tal que (d) atuam de maneira trivial.
Além disso, podemos diagonalizar o espago My (T'1 (NV)):

Teorema 14.5. Dado um caracter de Dirichlet x: (Z/NZ)* — C*, seja My(N,x) = {f €
Mi(N): (d)f = x(d)f}. Entio
M(T'1(N)) = @ My(N, x).
x: (Z/NZ)* —CX*

Demonstragio. Dado f € My (N), a decomposi¢ao acima ¢ dada por f =3_  f, onde

1 -
fx = W Z x(d)((d) f)- O

de(Z/NZ)*
14.4. Operadores de Hecke. Podemos definir operadores de Hecke para My(N) de maneira

parecida que fizemos para M.

Lembre-se que se f € My e F': L — C é a fungao correspondente, entao tinhamos definido

1
_ o k—1 A I
(T(m)F)(A) =m Y. PN = - Y. F).
[A:A]l=m [A:A]l=m
Em termos de curvas elipticas, um superlattice A’ corresponde a um mapa sobrejetor Ey — Ey/,

e [A’, A] = m corresponde ao kernel ter tamanho m (o kernel é A’/A como um grupo).

Definigcao 14.6. Seja F': £L1(N) — C e m > 1. O operador de Hecke é dado por

(T F)(E,P)= Y F(E'P)
(E",P’)
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onde a soma é sobre mapas sobrejetores E — E’ com kernel de tamanho m, onde P — P’ e tal

que P’ € E'(C) tem ordem N.
Nota 14.7. Se (m, N) =1, entdo P’ automaticamente tem ordem N.
Assim como fizemos no caso N = 1, pode-se provar que:

Teorema 14.8. Temos que Ty, sao multiplicativos, e que

. (1) sep|N.

P
Tyn+1Ty — pIypn(p)R,-1 se p{ N.

Em particular, T,, comutam entre si. Além disso, T,, comutam com os operadores diamante.

Ainda, se f € My(N,x), temos T, f € Mi(N,x), e

(Tmf)(Z) =m Z qn Z X(d)dk_la’nm/d2

n>1 d|(n,m)

Demonstragao. Se p | N, dado um mapa E — E’ de kernel com ordem p"™ e P — P’ tem ambos
ordem N, entdo o kernel tem que ser Z/p™Z, pois caso contrério iria conter todos os pontos de
ordem p, e conteria (N/p)P, mas (N/p)P’ # O. Portanto existe um tnico jeito de fatorar £ — E’
em uma sequéncia de n mapas de ordem p. Portanto Tpn =T},

Se (m,N) =1, e é dado um mapa F — E’ com kernel de tamanho n e P € E(C) de ordem N,
note que P’ € E'(C) tem ordem N.

Seja E — E’ com kernel de ordem p"*?

com p { N. Agora como no caso N = 1, temos dois
casos: se E — FE’ contém E[p] no kernel ou ndo. Se ndo contém, fatora de maneira tinica em
um mapa de ordem p e um de ordem p"t!. Se contém, existem p + 1 tais fatoracdes, e portanto

precisamos retirar p delas. A formula segue dessas consideragbes pois

F(Esp P') = ((9) Ry ) (B, P). 0

Portanto, se T(m) := T,,/m, queremos novamente provar que My (N, x) tem uma base de
autoformas para T'(m).
Mas note que se f € My(N, x) fosse um autovetor para todos os T'(n) e normalizada com a; = 1,

sua funcao L teria a forma

L(f,s) =[]0 = app™ + x(p)p*"7>*) 7"

p
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Note que se p | N, entdo o fator de Euler tem grau 1 (ou 0 se a, = 0) em p~*® invés de grau 2.

14.5. Autoformas. Nao é verdade que conseguimos achar uma base de autovetores para todos os

T(m).

Definigao 14.9. f € M, (N, x) ¢ uma autoforma se ¢ um autovetor para todo T'(m) com (m, N) =
1.

Da mesma maneira que definimos o produto escalar de Petersson para SL2(Z), podemos definir

o produto escalar de Petersson para I' C SLy(Z) por

o= [ f(z)@yk%, f.9 € Su(D).

Do mesmo jeito que provamos anteriormente que T'(m) eram simétricos em My, podemos ver que:
Lema 14.10. Se (m,N) =1 temos
(T(m)f,g) = (f.{m)""T(m)g), ((m)f.g)=(f (m)""g).
Demonstragdo. Podemos pensar no produto escalar como
()= [ FEPGEP)dE) d(E,P),
L1(N)/Cx*

Agora se (m, N) =1 temos que (F, P) — (E,mP) é um automorfismo de £1(N)/C*, portanto se

mo =m~' mod N, temos
{(m)f,g) = / F(E,mP)G(E, P)det(E)" d(E, P)
L1(N)/Cx
— [ PEPGE mP dt(E) d(EP) = (7. () g).
L1(N)/Cx

Para T'(m), usamos o mesmo truque que fizemos no caso N = 1. Note que se Ex — Ej/ tem kernel

de ordem m, entao podemos considerar Ey, — E1 . Dail
G(E1y, P) =m"G(Ex,moP) = m*((m)~"G)(Ea, P),
E portanto a prova do caso N =1 prova o que queremos. O

Note que T'(p) e (p) nado sdo simétricos, mas ainda assim eles sdo normais: um operador T é

normal se T e T* comutam, onde T* é tal que (T'f,g) = (f,T*g).
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Proposigao 14.11. Seja T um operador normal num espaco vetorial V' de dimensao finita sobre

C. Entao T € diagonalizdvel.

Demonstragao. Note que

(v, Tw) = (Tw,v) = (w, T*v) = (T"v,w).
E entao
(Tv — \v, Tv — ) = (Tv, Tv) — Mo, Tv) — MTwv,v) + [M*(v,v)

e podemos trocar T por T* e A por A, pois no primeiro termo temos (Tv, Tv) = (v, T*Tv) =

(v, TT*v) = (T*v, T*v) pela normalidade. Portanto
(Tv — M, Tv — M) = (T*v — Iv, T*v — M),

e em particular Tv = v <= T*v = \v.
Agora a mesma prova de operadores simétricos funciona: seja v um autovetor de T, e W =
(C-v)*. Dai temos
(Tw,v> = <'LU,T*’U> - )‘<wv ”U>,
e portanto w € W = Tw € W, e analogamente para T, e portanto 7" é um operador normal

para W e o resultado segue por indugao. O

Portanto, concluimos da mesma maneira que anteriormente;

Proposigao 14.12. Si(N) tem uma base de autoformas para
{T(m),(m): (m,N) =1}.

Poderiamos concluir que My (N) tem tal base se construirmos as séries de Eisenstein.
Gostarfamos de extender esse resultado para autovetores de T'(p) para p | N também. Acontece

que isso nao é possivel, e proxima aula discutiremos com mais detalhes o que acontece.
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EXERCICIOS

(1) Prove que Eo n(2) := E2(z) — NE3(Nz) € Mi(N).
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15. AuLA 15

Aula passada discutimos Sy (T'1 (IV)) e como existe uma base de formas que sdo autovetores para
(m) e T(m) para (m,N) = 1. Gostariamos de extender isso para todos os T'(m), mas isso nao é
possivel.

O que acontece é que dentro de Si(I'1(INV)) temos formas que pertencem a Si(I'1(M)) para

M | N, e essas formas nao serdo autovetores para todos os T'(m).

15.1. Formas antigas. Se M | N, como I'y(N) C I’y (M), naturalmente temos que S (I'1(M)) C

ST (N)).
Também existe outro jeito de levar Si(T'1(M)) em Si(T'1(V)):

Proposicao 15.1. Seja f € Sp(T'1(M)) e N = Mdy. Entao z — f(doz) € uma forma modular

para I'1(N). Vamos denotd-la por o, f. Sua expansio de Fourier € 3°, -, an(f)gm.
a b

Demonstragao. Seja g(z) = f(doz). Seja v = € I'y(N), ou seja, a,d =1 mod N e
c d

¢ =0 mod N. Dai temos

o(v(=)) = f (d 0z % b) y (W”‘io) — F(+/(do2)

Ycz+d #(doz) +d

a bd,
onder’ = /d d0 € IT'1(M), e portanto g(v(2)) = f(7/(doz)) = ((¢/do)(doz)+d)* f(doz) =
c/do

(cz +d)kg(2). O
Definigao 15.2. Para N = Md, definimos i4: (Sx(T'1(M))? — Sk(T'1(N)) por

ia(f,9)(2) = f(2) + g(dz).
Denotamos

SE(LL(N)) =) im(i).

pIN
Em termos de lattices, o primeiro mapa de iq é dado por (A, P) — (A,d - P) e o segundo por

(A,P)— (A+ MZ- P, P) a menos de uma constante.
Proposigao 15.3. (m) e T'(m) preservam S (T'1(N)).

Demonstragdo. Vamos primeiro considerar S (T'y(N)).
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Pela descri¢ao acima, é facil ver que

ig((m) f, (m)g) = (m)iq(f,9)

se (m,N) = 1.

Note que temos

an(ia(f0)) = an(F)+ ansq(g9) seq|n, (T f) = an(F)1 P an,((p)f) sepln,

0 se ¢{n, 0 se pfn.

Portanto

k—lanp iq , n,
an(T<p)iq(f,g)) :apn(iq(f,g>)+ p / (<p> (f g)) Sep|

0 se ptn,
k—1 k—1
Apn/q\g) S€ q | np, P ay p)f) sep|n, P ay p)g) sepq|n,
:apn(f)+ P /q( ) | n /p(< > ) ‘ 4 /Pq(( > ) |
0 se q 1 np, 0 se ptn, 0 se pq { n.

Agora, se p # ¢, é simples ver que isso é o mesmo que ay(iq(T(p)f,T(p)g)), e portanto
T(p)iq(f.9) € SP™ (T1(N)).

Se p = ¢, temos (p) = 0 em S;(I'1(N)), e portanto
an(T(p)ip(f,9)) = apn(f)+an(g) = an(T(p) ) =an(cn(®* " (p) ) +an(g) = in(T(0) f+9,0" " (p) f)-
Portanto T'(p)iy(f,g) € Se™(I'1(N)). O

15.2. Formas novas.

Definigao 15.4. Denotamos por Sp¥°(I';(N)) o complemento de S3*(I';(NN)) pelo produto in-

terno de Petersson.

Queremos também provar que Sp°¥°(T'1(INV)) é mantido pelos operadores de Hecke. Para isso,

note que:

Lema 15.5. Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita com um produto escalar, e T:V —V
uma transformagao linear, e T* tal que (Tv,w) = (v, T*w). Seja W C V um subespago que €

mantido por T*. Entao W € mantido por T.

Demonstragao. Sejav € W L e w € W. Entao temos

(Tv,w) = (v, T*w).
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Isso & 0 pois T*w € W e v € W+. Portanto Tv € W+, O

Ou seja, precisamos provar que S¢™(I'y(NN)) ¢ mantido por T'(m)* e (m)*. Vimos aula passada

que (m)* = (m)~! e T(m)* = (m)~'T(m) se (m, N) = 1. Portanto, basta analisarmos T'(p) para

p| N.
0 -1
Para isso, seja w = . Podemos ver que
N 0
. a b d —c
w w = ,
Nc d —Nb a
-N 0
e portanto que w™'T'1(N)w = T'1(N). Note também que w? = . Portanto, se
0 —-N

f € Sp(T'1(N)), podemos considerar, de maneira parecida com os operadores diamante,
(Wx f)(z) = *N¥2(Nz) " f(=1/(Nz)),

normalizado de tal forma que W% = 1.

Proposicdo 15.6. Temos T(m)* = WyT(m)Wx' em Si(T1(N)).

Ideia da prova. Basicamente, T'(m)* é uma soma sobre lattices contendo A. Mas Wy é uma inver-
sdo, e portanto se conjugarmos por Wy, isso vira uma soma sobre lattices contidos em WxyA. O

Portanto, para checar que Sp°v°(I';(NN)) é mantido por todo T'(m), basta ver que S (T'y(N))
é mantido por Wy.

Proposigao 15.7. S2™(I'1(N)) é mantido por Wy.

Demonstragdo. Sejap| N e N =pM. Entao se h = i,(f, g), temos

(wnh)(2) = h(=1/(Nz)) = (*N"*2278) (f(=1/(N2)) + g(=p/(N=)))
=p *P(Warf)(p2) + (Warg)(2) = p~*?iy (g, ). O
Corolario 15.8. Sp°¥°(I'1(N)) € mantido por todo (m) e T'(m). Além disso, também é mantido

por Wy

Demonstracao. Para ver que é mantido por Wy, basta provar que Wy é simétrico, e isso serd um

exercicio. O
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15.3. Decomposigao de S;(I';(N)). Agora seja f € Sp°¥°(T'1(N)) uma autoforma para todos os
(m), T(m) com (m,N) = 1.

Lema 15.9 (Lema Principal). Se ai(f) =0, entao f = 0.
Uma vez que sabemos isso, podemos considerar para qualquer m
T(m)f - amf7

e como a1 (T(m)f — amf) = am — am = 0, terfamos T'(m)f — af = 0, ou seja, que f é um

autovetor para todos os T'(m). Portanto

Teorema 15.10. Sp°¥°(I'1(N)) possui uma base de formas que sao autovetores para todos os

(m), T(m) normalizadas com a1 = 1. Chamamos tais formas de newforms.

15.4. Fungoes L de newforms. Seja f € Sp°V°(I';(N)) uma newform com caracter x. Entao do

mesmo jeito que fizemos anteriormente para f € Sy, temos

Teorema 15.11. A funcao L de f € dada por

L(f,s) =[]0 = app™ + x(p)p* ' 7>*) 7"

Se A(f,s) := N*/2T'(s)L(f, s), entdo
A(f,8) = (=D)FPAWN £,k — ).
15.5. Multiplicidade 1. O seguinte teorema é bem dificil.

Teorema 15.12 (Multiplicidade Um). Sejam f,g € Sp°V°(I'1(N)). Suponha que f, g tem os mesmo

autovalores para T(p) para todos menos finitor primos p. Entao f = Ag.

Como consequéncia, se f € Sp°V°(T'o(V)), temos que f e Wy f tem o mesmo autovalor em T'(m)

para (m, N) =1, e portanto temos Wi f = Af, e assim Wy f = wf para algum w € {£1}.
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